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Problem 3.2

Det komplekse vektorrum C[0,1] er ikke et Hilbert-rum med det indre produkt

1
(f.9) = / (gt

for f,g € C[0,1].

Bevis. Vi viser, at C|0, 1] ikke er et fuldstaendigt metrisk rum med metrikken
induceret ved normen givet ud fra det indre produkt (dvs. for u,v € C[0,1], at
lu —v| = (u —v,u — v)"?). Vi betragter fglgen (f,) af kontinuerte funktioner
[0,1] — C givet ved

0 for z € [0, 1/2 — 1/x]
fal@) =< nz—nf2+1 forx e (Y2 —1/n,1/2)
1 for x € [Y/2,1];

denne folge er en Cauchy-folge i C[0, 1], thi lader vi &€ > 0 vaere givet, kan vi
lade N vare det mindste naturlige tal skarpt stgrre end 2/e2, hvorpa vi har for
k,leNogk>1>N,at fi, f; € C[0,1] og
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hvor vi benytter (i) substitutionen y = nt + § — 1 for n € N; (di) at alle f,,, hvor

m € N er positive; og (i) for integralerne over = € [1/2,1], at fi(z) = fi(x) =1,
og at f, =0 for x € [0,1/2 — 1/n] og n € N.
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Altsa vil || fi, — fil] < e for k,1 > N, og folgen er Cauchy i C0,1].

Folgen er ikke konvergent mod en funktion i C[0,1]. Antag, at den er konvergent
mod en funktion f € CJ0,1]. Da vil

1
/0 Faa) — F@)Pdz = | fu — fI =0

for n — 00.Vi har i R for et givet n € N, da f,, f € C[0,1], at
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Vi har nu for n — oo, at

1_
/
0

pr. Lebesgues monotonisaetning. Vi far altsa for n — oo, at

1
n

|dx%/ 2)Pdz og /lil|fn(x)ff(x)|2dx%0,

2 n

an f”z_)/ |d$+/|1— |da’;_0

da vi ogsa havde, at || f,, — f||*> — 0.

Da integranderne er ikke-negative, ma gaelde, at hver af integralernes vaerdier
er stgrre end eller lig 0. Eneste mulighed er derfor (grundet konvergensen), at
begge er lig 0. Da integranderne er kontinuerte og ikke-negative, fglger nu i hvert
fald, at integranderne er lig 0 pa visse delmangder af de til integralerne hgrende
intervaller; nzermere sagt, at | f(z)|?> = 0 for alle z € (0, ), og at [1— f(z)[> =0
for alle z € (3,1), eller at f(z) =0 for z € (0,3) og f(z) =1 for z € (3,1).
Grunden til at vi ikke medtager endepunkterne i intervallerne, er tildels at det
ville stride imod, at f var veldefineret, og desuden kan vi ikke garantere noget om
f’s funktionsvaerdier i endepunkterne, da integralet kan opfattes som vaerende
over alle fire former for intervaller; pa denne made er vi helt sikre pa hvad f er
visse steder.

Imidlertid er det klart, at f(z) — 1 forz — 5 ogat f(z) = 0forz — 5_,
og dette strider imod kontinuitet af f. Altsd konvergerer (f,) ikke mod en
funktion i C|0, 1] i metrikken induceret af det indre produkt, og vi konkluderer,
at C[0,1] ikke er et Hilbert-rum. O



