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Gennemga bevis for Saetning 2.10

Seetning 1. For alle mengder X gelder #X < #P(X).

Bewvis. Der findes en injektion X — P(X), fx givet ved x — {z}. Lad g: X — P(X) veere en injektion,
og lad B C X veere givet ved

B={zeX|r¢g)}

Da vil B € P(X). Hvis der fandtes y € X sa g(y) = B, ville y € B hvis og kun hvis y ¢ ¢g(y) = B, en
modstrid. Altsa kan g ikke veere surjektiv, og der findes ingen bijektion X — P(X). O

Supplerende opgave 1

Genopfrisk definitionen af folgende begreber fra metriske rum.

Lad (M, d) veere et metrisk rum, og lad A C M vaere en fast delmaengde.

(i)

Abne og lukkede (afsluttede) delmaengder af et metrisk rum.

Vi siger, at A er aben hvis der gelder for alle a € A, at der findes r» > 0 saledes at
K(a,r):={zx e M|d(z,a) <r} C A.

Et punkt z € M kaldes et kontaktpunkt for A, hvis der geelder for alle r > 0 at K(z,7) N A # (. Vi
siger, at A er afsluttet hvis den indeholder alle sine kontaktpunkter.

(i)
Afslutningen og det indre af en vilkarlig delmeaengde af et metrisk rum.

Afslutningen af A C M er meengden af alle kontaktpunkter for A og betegnes A. Vi leerte i Analyse
1, at A bestar af alle greensepunkter for konvergente folger med elementer i A. Det indre A° af A
er meengden af indre punkter for A, altsa de punkter a € A hvortil der findes et r > 0 saledes at
K(a,r) C A. Vi har dermed, at A = A hvis og kun hvis A er afsluttet (pr. definition), og at A° = A
hvis og kun hvis A er dben (ogsa pr. definition).

(iii)

En teet delmeengde af et metrisk rum.

Aer tet i (M,d), hvis der geelder A = M.



(iv)
Konvergent folge og Cauchy folge i metriske rum. Fortaetningspunkt for en fglge i et metrisk rum.
Lad (x,)nen veere en folge af elementer i (M, d). Vi siger, at (z,,) = (2 )nen konvergerer imod a € M,

hvis der for ethvert € > 0 findes N € N séledes at d(zy,a) < e nar n > N (og dermed, at folgen (z,,)
er konvergent med grensepunkt a). Vi skriver da, at

z, — a for n — oo.

Folgen (z,,) kaldes en Cauchy-folge hvis der for ethvert € > 0 findes N € N saledes at d(zy,,2m) < €
nar n,m > N.

Et punkt a € M kaldes et fortetningspunkt for folgen (x,,)n>1, hvis der for en kugle omkring a findes
uendeligt mange elementer fra fplgen. Mere formelt skal der for ethvert » > 0 geelde, at {n € N|x,, €
K(a,r)} er en uendelig delmeengde af N. En ackvivalent definition er, at der findes en konvergent
delfglge af (z,,)n>1 med a som greensepunkt.

)

Fuldsteendigt metrisk rum. Kompakt metrisk rum.

Et metrisk rum (M, d) er fuldstendigt, hvis enhver Cauchy-fplge i (M,d) er konvergent. Rummet
(M, d) er kompakt, hvis enhver fglge har et forteetningspunkt, eller aekvivalent, at enhver folge har en
konvergent delfglge.

(vi)

Kontinuert afbildning mellem to metriske rum.

Lad (N,d') veere et andet metrisk rum, og lad f: M — N vere en afbildning. Vi siger, at f er
kontinuert i et punkt x € M, hvis der for alle € > 0 findes et § > 0 saledes at f(K(z,0)) C K(f(z),¢).
Med andre ord: hvis y € K(z,0) (dvs. d(z,y) < 0) skal f(y) € K(f(z),e) (dvs. d(f(z), f(y)) < &).
Afbildningen f kaldes kontinuert hvis f er kontinuert i alle punkter z € M.

En akvivalent formulering (der er bedre fra et topologisk perspektiv) er folgende: f: (M,d) — (N, d’)
er kontinuert, hvis der for enhver aben delmzengde B C N gzlder, at urbilledet f~1(B) = {z €
M| f(z) € B} er en aben delmaengde af M.

Supplerende opgave 2

Afggr hvike af nedenstaende udsag er sande hhv. falske. Giv et lille argument for din konklusion f.eks.
i form af en henvisning til en setning, et modeksempel eller lignende.

(1)
Enhver delmangde af en metrisk rum er enten aben eller afsluttet.

Dette er noget vrgvl. Delmaengden [0,1) af R med den ssedvanlige metrik er hverken aben eller
afsluttet.

(ii)
Intervallet [0,1] er foreningen af teelleligt mange abne delmaengder af R.

Ogsa noget vrovl. Foreningen af teelleligt mange (og vilkarligt mange) abne delmaengder er aben, men
[0,1] er ikke aben (i den saedvanlige metrik), da fx 0 ikke er et indre punkt.



(iii)

Intervallet [0, 1] er feellesmeengden af teelleligt mange abne delmaengder af R.

Dette er imidlertid sandt: lad A, = (=1,1+ 1) C R for n € N. Da er A, aben for alle n, og
0,1] =2, Ay

(iv)
Hvis (2, )nen er en Cauchy-folge i et metrisk rum (X, d) og hvis (z,)nen har et forteetningspunkt

ro € X, da vil x,, — zg.

Dette er ogsa sandt. Lad € > 0. Da findes N € N saledes at d(xy,,z,,) < § for alle n,m > N. Da
zo € N vil uendeligt mange punkter z,, opfylde x,, € K(zo, 5). Hvis n > N, findes et m > n saledes
at

)
Tm € K(l‘o,i) .

Ellers ville der nemlig geelde at x,, ¢ K(xo,5) for alle m > n, hvilket strider imod, at xq er et
forteetningspunkt, da x,,, € K(xo, 5) sa kun ville geelde for endeligt mange x,,,. Dermed vil

d(vp, 70) < d(Tn, Tm) + d(Tm, T0) < % + % =¢,

sa T, — xo for n — oo.

)

Ethvert fuldsteendigt metrisk rum er kompakt.

Dette er falsk. (R,|-|) er fuldsteendigt, men ikke kompakt, da fx fglgen (2, )neny med 2, = n ikke har
en konvergent delfglge. Vi ved ogsa, at kompakte rum er begraensede, hvilket R ikke er.

(vi)

Ethvert kompakt metrisk rum er fuldsteendigt.

Dette er imidlertid sandt. Lad (x,) veere en Cauchy-felge i (M,d), og lad (z,,) veere en konvergent
delfplge af (z,,) med greensepunkt zo. For € > 0 findes Ny € N saledes at d(z,,,70) < § for p > Ny.
Endvidere findes Ny € N sa d(xp, ) < 5 for n,m > Ny. Seet N = max{Ni, No}. For m > N vil
m > Ny, hvormed d(xy,,, 7o) < 5. Da n, > m > Ny, vil ogsa geelde, at d(z,, Zn,,) < §, sa

e €
d(xm, o) < d(Tpm, Tp,,) + d(xn,,,x0) < 3 + 3= g,

sa x, — To for n — oo.

(vii)

Hvis X er et metrisk rum med endeligt mange elementer, sa er X kompakt.

Dette er sandt. Lad (z,) veere en folge 1 X. Vi skal vise, at (x,) har et forteetningspunkt. Lad
X ={a1,...,an} veere en nummerering af punkterne i X. Lad

N;,={neN|z,=qa;}, i=1,...,m.

Da ma (J/*; N; = N, sd mindst én N; méd veere uendelig (ellers var N endelig... bevs) for et i €
{1,...,m}. Lad i veere et sadant. Da vil for alle r > 0 geelde, at

Ni ={neN|zn, = a;} C{n e N|z, € K(a;,r)}.

Dermed ma sidste meengde veere uendelig, sa a; er et fortaetningspunkt for (x,).



(viii)

Hvis X er et metrisk rum og hvis der om A C B C X geelder, at A er teet i B og B er teet i X, da er
Ateti X.

Dette er sandt. Vi har, at A = B og at B = X, og skal vise, at A = X. Vi har trivielt “C”, sa lad os
vise “D” Lad = € X og 7 > 0 veere givet. Vi skal vise, at K(z,r)NA # (). Da K(z, )N B # 0, findes
y€ Bsad(z,y) <5 DaK(y,5)NA#0D, findes z € Asad(y,z) < 5. Dermed vil

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) <,

sa z € A og z € K(x,r), hvormed vi har det gnskede.

(ix)
Hvis X er et metrisk rum, og hvis A og B er taette delmaengder af X, da er AN B en teet delmaengde
af X.

Dette er falsk. Tag fx X = Roglad A = Q og B =R\ Q. Da vil A og B vare taette i X, men
AN B = er ikke teet i R.

()

Hvis X er et metrisk rum, og hvis A og B er abne taette delmaengder af X, da er AN B en teet
delmzngde af X.

Dette er sandt (det folger bl.a. af Baires ssetning, som vi viste i Analyse 1). Tag x € X og lad r > 0.

Da er K(x,r)N A aben og ikke-tom (da A er teet i X), sa der findes y € K (z,7) N A og ' > 0 saledes

at K(y,r") C K(x,r) N A. Der findes nu et z € B saledes at z € K(y,r’) (da B er teet), hvormed
z€ K(y,”")NB C (K(z,r)NA)NB=K(z,r)N (AN B).

Altsa er K(x,r) N (AN B) ikke tom, hvormed AN B er teet i X.

(xi)
Hvis X og Y er metriske rum og f: X — Y er kontinuert, da gzelder:

(a) X er kompakt = f(X) er kompakt.

Dette er sandt. Lad (y,) veere en folge i f(X). Da findes z,, € X for hvert n sa f(z,) = y,. Da X
er kompakt, har (z,,) en konvergent delfglge (z,,) med graensepunkt zo € X. Da f er kontinuert,
vil yn, = f(zn,) — f(z0) (dette ved vi fra Analyse 1), sa (y,) har altsa en konvergent delfglge.
Dermed er f(X) kompakt.

(b) Y er kompakt = f~1(Y) er kompakt.
Dette geelder ikke. Hvis Y = {a} og X = R, og vi definerer f(z) = a for alle z € R, vil f veere
kontinuert og Y vere kompakt, men R = f~(Y) er ikke kompakt.

(¢) X er fuldstendig = f(X) er fuldsteendig.
Dette geelder ikke. Hvis X =R og Y = R og vi definerer f(z) = arctan(x), vil f veere kontinuert

og X veere fuldsteendig, men f(X) = (—7, §) er ikke fuldsteendig (da den ikke er afsluttet).

(d) AC X = f(A) C f(A).
Dette er sandt. Hvis « € A, skal vi vise, at f(z) € f(A). Lad derfor r > 0 og definér
U = K(f(z),r) C .
U,

Da U er aben, vil f~'(U) veere aben. Da f(x
K(z,s) C f~(U). Daz € A, vil nu geelde, at K
Da vil f(y) € f(4) og

€ vil x € f71(U), s& der findes s > 0 sa
x,s)NA er ikke-tom. Tag derfor y € K(x, s)NA.

A~ —

y € K(z,5) € f7H(U),
hvormed f(y) € U. Altsa vil f(y) € UnN f(A), sa UnN f(A) = K(f(x),r) N f(A) er ikke-tom,
hvormed f(z) € f(A).



() ACX = f(A) C f(A).
Dette geelder ikke. Lad X = R og Y = R og definér f(z) = arctan(z). Hvis A = R, vil f(A4) =
fR)=(=%,%), men f(A) =[-F, 5] (Bemaerk, at hvis vi havde restringeret Y til (=%, %), ville
f veere en homeomorfi.)

Supplerende opgave 3 (ii) og (iii)
(ii)
Vis, at meengden B = {z € R|2? — 32 + 2 < 0} er overtzllelig (“uncountable”).
Vi indser hurtigt, at redderne til 22 — 3z + 2 er 1 og 2, hvormed B = (1,2) (vi har fx, at 22 — 3z + 2
er voksende pa [3,00) og aftagende pa (—oo, 3]). Afbildningen g: (0,1) — B givet ved g(z) = = + 1
er bijektiv, sa #B = #(0,1). Hvis der fandtes en injektiv afbildning h: B — N, ville hog: (0,1) = N
ogsa veere injektiv (se Opgave 2.8 laengere nede), i modstrid med Theorem 2.7.
(iii)
Vis, at meengden C' = {z € R|2% + (n — 1)z — n = 0 for et eller andet n € N} er tellelig.
Bemaerk forst, at
C= U{x€R|x2+(n—1)z—n:O}.

neN
Rgdderne for 22 + (n — 1)z —n iz er 1 og —n, si definerer vi A,, = {1, —n} for n € N, har vi at

C = UAn.

neN

Det folger da af Theorem 2.6, at C er tellelig, da C' er en tellelig forening af endelige (og dermed
teellelige) maengder.

1.1

Se bogen for tegninger.

Problemet er her, at de to “trekanter” i virkeligheden ikke er trekanter. Vi har to trekanter, navnlig
en trekant med malene 2 X 5 og en med malene 3 x 8. Deres hypotenuser har ikke samme heldning
(% #+ %), og hvis vi placerer figuren med det stgrre areal oven pa den med det mindre, finder vi, at vi
far en lille stribe henover den mindre, hvis areal netop er 1 (arealet af den lille firkant).

2.1

(Vi behgver ikke at besvare alle delspgrgsmal i denne opgave.)
Lad A, B,C C X vaere maengder. Vis, at

(1)

A\ B=AnNBe".

Vi har for alle x € X, at
re€A\BosrecAogr ¢ BeoreAogre B axe ANDBC.

(ii)
(A\B)\C=A\(BUCQC).
Vi har

(A\B)\C=(A\B)NC°*=(ANB)NC°*=AN(B°NC°)=ANn(BUC)*=A\(BUC)
som fglge af (i) og de Morgans love.



,(4\)(3\0) = (A\B)U(ANOC).
Vi har
A\(B\C) = AN(BNC®)° = AN(B°U(C®)?) = AN(B°UC) = (ANB9)U(ANC) = (A\B)U(ANC)
som folge af (i), de Morgans og de distributive love.
(iv)
A\ (BNC) = (A\B)U(A\ Q).
Vi har
A\(BNC)=AN(BNC)°=AN(B°UC) = (ANB°)U(ANC®) = (A\ B)U(A\C)
som folge af (i), de Morgans og de distributive love.
(v)
A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C).
Vi har
A\(BUC)=AN(BUC)°=AN(B°NC) = (ANB°)N(ANC®) = (A\ B)N(A\C)

som fglge af (i) og de Morgans love.

2.2

Lad A, B,C C X. Den symmetriske differens af A og B defineres som AAB := (A\ B)U (B \ A).
Vis, at
(AUBUC)\ (ANBNC)=(AAB)U (BAC).

Bemaerk forst, at

AN(ANBNC)*=AN(A°UB°UCY)
=(ANA°)U(ANB)U(AUC®)
=(ANB°)U(AUC?)
=(A\B)U(A\ ).

Tilsvarende geelder BN (AN BNC)¢ = (B\ A)U(B\ C) osv. Derfor vil

(AUBUC)\(ANBNC)=(AUBUC)N(ANBNC)®
—[AN(ANBNC)|UBN(ANBNC)TU[CN(ANBNC)]
=(A\B)U(A\C)U(B\A)U(B\C)U(C\A)U(C\B).

Vi har, at
A\C = (ANC)N(BUB®) = (ANC°NB)U(ANC°NB°) C (BNC°)U(ANB®) = (B\C)U(A\B)
og tilsvarende C'\ A C (B\ A) U (C'\ B), sa vi far

(AUBUC)\ (ANBNC) = (A\B)U(A\C)U(B\ A)U(B\C)U(C\ A)U(C\B)
=(A\B)U(B\A)U(B\C)U(C\B)
= (AAB) U (BAC),

som gnsket.



2.3
Vis de Morgans love (2.2) og (2.3).

Vi ngjes med at vise (2.3), da denne klart medfgrer (2.2). Lad (A;);cr veere en familie af delmeengder

af X. Da vil .
x € (Ux‘h) <:>33¢UA1'

icl il
for ethvert x € X. Sidste geelder hvis og kun hvis x ¢ A; for alle ¢ € I, thi ellers ville x € A; for et
eller andet ¢ og dermed z € J; A;. Altsa har vi

T € <UA1-> Saxd A; foralleiEI@xeAfforalleiel(@xeﬂAf.
icl il

Tilsvarende vil = ¢ (,.; A; hvis og kun hvis der findes et i € I sa x ¢ A;, thi ellers ville z € A; for
alle 7 og dermed = € [, A;. Altsa vil

T € <ﬂAz> < x ¢ A, for et eller andet i € [ & o € A foretellerandetie[@zeUA;?.

i€l i€l

2.4
()
Find eksempler som illustrerer, at f(AN B) # f(A) N f(B) og f(A\ B) # f(A)\ f(B). I begge
relationer gaelder en inklusion “C” eller “O” altid; hvilken?
Definér f: {1,2} — {1} ved f(1) = f(2) = 1, og definér A = {1} C {1,2} og B = {2} C {1,2}. Da
vil ANB =10, sa f(AN B) = . Imidlertid vil f(A) N f(B) = {1}. Dette antyder, at

f(ANB) C f(A)N f(B)

geelder (jf. den ledende formulering), og det er da ogsa rigtigt: hvis y € f(A N B) for delmaengder
A BCXogf: X—Y, findesxe ANBsa f(x) =y. Davily = f(z) € f(4) ogy = f(x) € f(B),
siy € f(A)0 f(B).

Benytter vi den samme funktion og samme maengder, ser vi, at A\ B = {1}, sa f(A\ B) = {1}.
Imidlertid vil f(A)\ f(B) = . Man kunne derfor skyde pa, at

fLANB) 2 f(A)\ f(B)

geelder, og det gor det! Hvis y € f(A)\ f(B), findes z € Asa y = f(x). Hvis der ogsa gjaldt, at x € B,
ville y = f(x) € f(B), hvilket strider imod antagelsen, sa x € A\ B, hvormed y = f(z) € f(A\ B).

(ii)
Vis for en funktion f: X — Y og delmaengder C, D, (C;);cr C Y, at

. (U CZ) =Jr ey, (ﬂ CZ-> =(7(C). FHC\D) = O\ D).

i€l iel i€l iel

Vi har, at

xef4<UCO<:ﬂ@eLJQ

iel i€l
< f(x) € C; for et eller andet ¢ € T
&z € f7HC;) for et eller andet i € T

szelJF (),

i€l



samt
xefJOjQ>@f@nﬁja
iel iel
< f(x) e Cforallei el
sazec fH0;) forallei eI

sae 1)

el
0og
ze fYC\D) & f(z) e C\ D
& f(r)eCog f(z) ¢ D
saef(C)ogad¢ fT(D)
Sze fHO)\ fH(D).
2.5

(Vi behgver ikke at besvare alle delspgrgsmal i denne opgave.) Indikatorfunktionen for en meaengde

A C X er defineret ved
La(z) = 1 hvisxe A
A= 0 hvis z ¢ A

Bemeerk derfor for x € X at x € A hvis og kun hvis 14(x) = 1. Vis, at

(1)
lanp = 1alp.

Vi har for z € X, at
lanp(z) =l rzecAnNBercAdogre B la(z)=10glp(z) =1 14(x)lp(z) =1,
da 14(x)1p(z) = 1 medforer, at hverken 14(z) = 0 eller 15(z) = 0.

(ii)
lau = min{lA +1p, 1}.

Bemaerk forst, at
AUB=(ANB)U(A\B)U(B\ A).

X er derfor en disjunkt forening af meengderne AN B, A\ B, B\ A og (AU B)¢. Hvis x ligger i en
af de tre forste, vil 14up(z) = 1. Vi har ogsa, at

+ 1p(z) =2, sa min{l(z) + 1p(z),1} = 1;

+1p(z) =1, sa min{la(z) + 1p(x),1} = 1;

+1p(z) =1, sa min{la(z) + 1p(x),1} = 1.

Altsa vil 14up(z) = min{la(z) + 1p(z),1} for x € AUB. Hvis x ¢ AU B, vil € A°N B¢ (de
Morgans love), sd 1aup(z) = 0, og 14(x) + 15(x) = 0, hvormed min{14(z) 4+ 15(x),1} = 0. Altsa
slutter vi den gnskede lighed.

e hvisx € AN B, vil 14(x
o hvisz € A\ B, vil 14(z
e hvisz € B\ A, vil 14(z

—
— —

(iii)
1o =14 —lans.
Lad os vise for disjunkte delmeengder C, D C X, at loup = 1l¢ + 1p. Vi har, at 1o(x) + 1p(x) # 2

for alle z € X, thi lighed for et z ville medfgre, at 1¢(x) = 1p(z) = 1, hvormed € C N D (hvilket
er umuligt). Altsa ma 1o + 1p < 1, hvormed

loup = min{lc + 1p, 1} =lc+1p
jf. (ii). Da A\ B og AN B er disjunkte med forening A, vil 14\p + 1anp = 14, som gnsket.



(iv)

lavp =1a+1p —lans.

B og A\ B er disjunkte med forening A U B. Derfor vil
lavp=1p+1lap=1a+1p —lanp.

(v)

laup = max{l4,15}.

Vi har for z € X, at max{1a(z),15(z)} = 1 hvis og kun hvis enten 14(z) =1 eller 15(z) = 1, dvs.
hvis og kun hvis « € A eller x € B og altsa hvis og kun hvis z € AU B.

(vi)
1Ar‘|B = min{lA, 13}.

Vi har for € X, at min{14(x),1p(z)} = 1 hvis og kun hvis bade 14(z) =1 og 1g5(x) = 1, dvs. hvis
og kun hvis z € AN B.

2.6 (i) og (ii)

Lad A, B,C C X og lad AAB betegne den symmetriske differens som i Opgave 2.2. Vis, at

(i)

laap=1la+1p—2-141lp =14+ 1 (mod 2).

Vi har jf. Opgave 2.5 (iv), (iii) og (i), at

laaB =1las+1pa—laBnmea) =last1lpa=1la—lanp+1lp—1pna =1la+1p—2-14lp,
da A\ B og B\ A er disjunkte. Sidste udtryk er lig 14 + 15 (mod 2), da 2 altid gar opi 2-141p.
(ii)

(AAB)AC = AA(BAC).

Vi benytter indikatorfunktioner. Vi har, at

lianaByac =lanp +1c —2-lanple
:1A+lB_2'1AlB+1C_2'(1A+1B_2'1A1B)1C
= 1A+1B+1C*2(11413+1A10+1Blc)+4'1AlBlc,

imens

laanacy =1la+1pac +1c —2-1alpac
=la+1p+lc—2-1plc =2 -14(1p+1c —2-1plc)
=la+1p+1c—20alp+1alc+1plec)+4-14lplc.

Da maengdernes indikatorfunktioner er lig hinanden, er maengderne lig hinanden.

(2.7)
Lad f: X — Y vere en afbildning og lad A C X, B C Y. Vis, at vi i almindelighed har
F(F7H(B)) € Bog fH(f(A) 2 A.

Hvornar geelder i ovenstaende udtryk? Giv et eksempel, der viser, at ovenstaende inklusioner
nogle gange er strenge.

“__»



f(f71(B) € B:

Forst og fremmest geelder f(f~1(B)) C B altid. Hvis y € f(f~1(B)) findes x € f~1(B) s& f(z) = y.
Men da z € f~1(B), vil y = f(x) € B. Hvis der gjaldt lighed, ville hele B blive ramt af f, idet vi for
ethvert y € B ville have z € f~1(B) C A sa f(x) = y. Et oplagt eksempel til, at der kan gzelde streng
inklusion, kunne derfor vaere en ikke-surjektiv funktion. Lad fx f: R — R vaere givet ved f(z) = 1
oglad B=R. Davil f(f7}(B)) = f(R) = {1} # R.

fHf(A) 2 A

Der gaelder altid, at f~1(f(A)) D A. Hvis z € A, vil f(z) € f(A), hvormed z € f~1(f(A)). Hvis der
gjaldt lighed, ville vi fra f(z) € f(A) kunne konkludere, at € A. Et oplagt eksempel til, at der kan
geelde streng inklusion, kunne derfor veere en ikke-injektiv funktion. Lad fx f: R — R veere givet ved

f(z) = 2% oglad A = {1}. Davil f1(f(A)) = f~1({1}) = {-1,1} # {1}.

2.8
Lad f: X =Y og g: Y — Z veere to injektive afbildninger. Vis, at g o f er injektiv.

Lad x1,29 € X 8 (go f)(z1) = (go f)(x2). Da vil g(f(z1)) = g(f(z2)), sa da g er injektiv, vil
f(z1) = f(z2). Da f er injektiv, vil 21 = 29, s& g o f er injektiv.

2.9

Vis, at fglgende meengder har samme kardinalitet som N:

e A = {m € N|m er ulige}: Definér en afbildning f: N — A ved f(z) = 2z — 1. Bemeerk, at f
er veldefineret, da 2z — 1 € N for alle z € N og at 2z — 1 er ulige. Vi har, at f er injektiv, thi
hvis 221 — 1 = 29 — 1 for x1,22 € N, vil klart geelde, at z; = zo. Hvis y € A, er y et ulige
positivt heltal, sa der findesn € Zsay=2n+1. Day > 1, viln > 0. Seettes z = n+ 1 € N, vil
fl@)=2(n+1)—1=2n+1=y, sa f er ogsa surjektiv. Dermed er f en bijektion, og vi slutter, at
A og N har samme kardinalitet.

e N x Z: Lad g: Z — N vaere bijektionen fra Example 2.5 (iii). Vi definerer forst en afbildning
fi:NxZ — NxNved f(m,n) = (m,g(n)). Da er f ogsa en bijektion (hvilket er nemt at tjekke).
Lader vi h: N x N — N vaere bijektionen fra Example 2.5 (iv), far vi, at ho f: Nx Z — N er en
bijektion.

e Q™ (m € N): Vi ved fra forrige delopgave, at der findes en bijektion f: NxZ — N. Lad g: Q — NxZ
vaere givet ved g(y) = (n, k), hvor y = % og n er valgt mindst muligt, sa broken ikke kan forkortes
yderligere. Da er g en injektion, sa vi har dermed en injektion h = f o g: Q — N. Inklusionen N C Q
giver os en injektion N — @, hvormed vi har en bijektion Q — N jf. Schroder-Bernsteins satning.

Lad hy, ..., hm: Q — N veere m kopier af denne bijektion, og lad p1, ..., p,, veere de fgrste m primtal.
Vi definerer nu j: Q™ — N ved

. h h
j(z1, ... ,$m) _ p11(w1)p22(x2) . -pﬁ{”(zm).
Vi pastar nu, at j er en injektion. Hvis j(x1,...,2m) = j(a],...,z,,) for (z1,...,Tm), (x},...,2},) €
Qm™, vil
PPy D =Dy Py Pl
hvor n; = h;(z;) og n} = h;(z}) for i =1,...,m. Dermed vil
Py pr =pyt M py? e pt
Altsd gar p;*~ " op i hgjresiden og dermed i venstresiden. Dette ma ngdvendigvis medfgre, at
S
hvormed nj —ny = 0 og n}{ = ny. Fortseettes pa denne made med n; og n; for ¢ > 2, fas at
hi(z;) = n; = n} = hy(x}) for alle i = 1,...,m. Da hver h; er bijektiv, fplger specielt, at z; = z} for
alle i =1,...,m, sa vi slutter, at j er injektiv.
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Vi har altsa, at #Q™ < #N. Da afbildningen N — Q™ givet ved n +— (n,0,...,0) ogsa er injektiv,
folger ogsa, at #N < #Q™, hvormed #N = #Q™ jf. Schroder-Bernsteins setning (Theorem 2.7).

oD = J,enQ": Lad hyp: N = Q™ veere en bijektion for m € N. Hvis € D, vil der findes ét
m € Nsaz e Q™ (alle Q™er ses som disjunkte), og der findes derpa ét n € N sa x = h,,(n) (da h,,
er bijektiv). Definér g(x) = (m,n) € N x N i dette tilfeelde. Da er g en bijektion:

e g er injektiv. Lad z1,x2 € D og antag, at g(x1) = g(x2). Der findes da entydige m1,n1 € N sa
x1 € Q™ og x1 = hyy, (n1) 0g Mo, na € Nsaxg € Q™2 0g 9 = hyy,(ng). Da (my,n1) = (ma, na)
pr. antagelse, vil z1 = hy,, (n1) = Ay, (R2) = x9.

e g er surjektiv. Lad (m,n) € N og betragt * = h,,(n) € Q™ C D. Da vil g(z) = (m,n).
Da vi har en bijektion f: N x N — N jf. Example 2.5 (iv), vil f o g: D — N veere en bijektion, sa
4D = #N.

2.11
Vis, at hvis E C F, vil #F < #F. Specielt vil delmaengder af teellelige maengder veere teellelige.

Vi har en injektiv afbildning f: E — F givet ved f(z) = z. (Og ja, det er alt der er at sige om det.)

2.13
Vis, at meengden R er overteellelig og at #(0,1) = #R.

Vi vil finde en bijektion (0,1) — R. Lad os starte med tangens: f: (=3, %) — R givet ved f(z) =

)2
T T

tan(x) er en bijektion. Vi laver en bijektion g: (0,1) — (=%, %) ved at definere g(x) = mz — 7. Da
er go f:(0,1) — R en bijektion. Dermed er #R = #(0,1) > #N (hvis der var en bijektion N — R,
ville der ogsa veere en bijektion N — (0,1), i modstrid med Theorem 2.8).

(2.21)

Hvis A C N kan vi identificere indikatorfunktionen 14: N — {0,1} med 0-1-fplgen (14(j)) en, dvs.
14 € {0,1}. Vis, at afbildningen

P(N)3 A 14 € {0,1}
er en bijektion og konkludér, at #P(N) = c.
Forst og fremmest er afbildningen injektiv. Hvis 14 = 1p for to maengder A, B C N, vil
re€Aels(r) =1 1g(x)=1<x€ B,
s& A = B. Lad nu f € {0,1}" vaere en vilkarlig 0-1-fglge, dvs. f er en afbildning f: N — {0,1}.

Definér
A= fH{1y).

Da vil
La(2) =1 oo e fI {1} & fz) = 1.

Altsa konkluderer vi, at 14 = f, hvormed afbildningen er surjektiv. Skal vi vise, at #P(N) = ¢, er
det derfor nok at vise, at #{0, 1} = c.

Szetning 2. Der gelder, at #{0,1}N = #(0,1) = c.

Bevis. Vi har en injektiv afbildning ®: {0,1} — (0,1) givet ved, at vi for hver f € {0,1} med
ZTn = f(n) setter

f(n)
OnJrl .

1 o0
q) = 1 A
(f) = 0,1z 12023 10 +nz::1 ;
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Lad os for god ordens skyld vise, at ® er injektiv. Lad f,g € {0, 1}" og antag at ®(f) = ®(g). Da vil

Z:l f (nl)o;gl(n) _o.

Antag, at der findes et n € N sa f(N) # ¢g(N). Lad N vaere det mindste tal n € N séledes at
f(n) # g(n); vi kan uden tab af generalitet antage, at f(N) > g(N), hvormed f(N) =1 og g(N) = 0.
Da har vi, at f(n) = g(n) for alle n < N, hvormed

f(n) —g(n) f(n _
Z 1on =10 Z 10"+1 =0
Da f(N) —g(N) =1—0= 1, har vi derfor, at >0° . L= — Lo Tmidlertid har vi, at
i f(n) —g(n)
107

n=N+1
| f(n) —g(n)
107

IN

>

n=N+1

i 1
_n:N-i-llon

1

10N+1n:0W

1 11 1 1 1
10VF ] — L 710N 10-1 9 10V

hvilket er en klar modstrid. Altsa vil f(n) = g(n) for alle n € N, hvormed f = g. Altsa er ® injektiv,
og vi har #{0, 1} < #(0,1).

Omvendt findes der for hvert = € (0,1) en entydig fglge f € {0, 1} sdledes at

f kan defineres saledes: da x € (0,1) findes et entydigt f(1) € {0,1} sa f(1) < 2z < f(1) + 1. Da
ma 2f(1) < 4z < 2f(1) + 2; bemeerk, at [2f(1),2f(1) 4+ 2) er et interval af laengde 2 med heltallige
endepunkter. Derfor findes et entydigt f(2) € {0,1} sa

2f(1)+ f(2) <4z <2f(1)+ f(2)+1

Nu er 4f(1) 4+ 2(2) < 8z < 4f(1) + 2f(2) + 2. Igen vil [4f(1) + 2f(2),4f(1) + 2f(2) + 2) vaere et
interval af leengde 2 med heltallige endepunkter. Tag det entydige f(3) € {0,1} sa

4f(D)+2f(2)+ f(3) <8z < 4f(1)+2f(2)+ f(3)+1
Pa denne made veelges entydige f(n) € {0,1} sa
L) 4 2f(n— 1)+ f(n) <2z < 2" F() + ..o+ 2f(n— 1)+ f(n) + 1

eller, ved at dele med 2™,

ZJ;(: <Z<Z i Qn’

i=1

dvs. at [z — Y1, 21 | < 7, saledes at

_ z_:l fg(:)
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Vi definerer Q(x) = f. Hvis z,y € (0,1) og f = Q(z) = Q(y) = g, vil

oo f oo
. 2(:):;952):%

1

3
Il

sa Q) er injektiv. Altsa geelder, at #(0,1) < #{0,1}N, hvormed Schréder-Bernsteins szetning (Theorem
2.7) giver os det gnskede. O
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