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Bevis af Fatous lemma (Theorem 9.11)

Huvis (u;)jen er en folge af positive, malelige, numeriske funktioner (dvs. med verdier i [—oo,0])
over malrummet (X, A, ), er w:=liminf;_, u; malelig og

/ud,u:/ liminfujdugliminf/ u; dp.
X x J—oo j—oo Jx

Husk, at u(z) = liminf;_, u;(z) eksisterer i [—o0o,00] for alle # € X. Endvidere er u malelig jf.
Corollary 8.9. Hvis vi benytter Beppo-Levis saetning (Theorem 9.6) pa den voksende funktionsfglge
(inf;>% uj)ren (hvorfor er den voksende?), som ogsa er malelig jf. Corollary 8.9, bemeerker vi at u(x)
er supremum for denne fglge, hvormed

udp = su inf w. du < su inf/ w:d zliminf/u'd )
/X ! keg/xizk ! M_keg(jzk x M) j—r00 i aH

Ved ulighedstegnet benyttede vi, at inf;>; u; < u; for alle 7 > £, hvor k er fast. Da vil geelde, at

/}(}ggujdug/ujdu

for alle j > k, hvormed der ogsa gaelder

[ g [

da [ « inf;> % uj dp er et undertal for tallene J wjdu for j > k, men infimum giver det stgrste undertal.

Supplerende opgave 1
Lad (X, A, 1) veere et malrum. Lad M™ betegne de positive funktioner pa X.

(1)
Lad (fn)n>1 veere en folge i M, lad f € M™, og antag at f, — f punktvist. Antag videre, at
Jx fadp=2+21 Vis at [, fdu<2.

Vi vil benytte Fatous lemma. Lad os opsummere s. 64 forst: Husk, at for enhver fglge (z;);en vil

liminf z; = sup (inf :cj> = lim <inf a:j>

Jj—roo keN \J2k k—oo \j>k

sidste lighedstegn folger da folgen (inf;>j z;) ey er voksende) og
3>k Tj)j

limsupx; = inf | supx,; | = lim [ supx;
j—00 J keN <j>k J k—oo \ j>k J
(sidste lighedstegn folger, da (supjz x Zj)jen er aftagende). liminf og limsup eksisterer altid i R, og

liminf z; <limsupx;.
J =00 Jj—o0



(x;) konvergerer med greensepunkt i R hvis og kun hvis

liminfz; = limsupz; € R,
J—© Jj—o0

i hvilket tilfeelde liminf og limsup er lig graensepunktet. Vi har endvidere fglgende:
Seetning 1. Hvis x; — oo, vil liminf; . x; = limsup;_, , x; = co.

Bevis. Det er nok at vise liminf; ,o z; = co. Lad K > 0 og tag IV € N sa x;, > K for K > N. For
fast K > N og j > k vil j > N, hvormed z; > K; da K er et undertal for disse j, vil inf;>pz; > K
for alle £ > N. Dermed vil

liminf x; = sup (inf :cj> > sup (inf xj> > K.
Jj—oo keN \J=k E>N \J2k

Da K var vilkarlig, slutter vi, at liminf;_,. x; = oo. O

Altsa har vi hvis (z;) konvergerer i [—o0, oc], at liminf; . z; = limsup;_, . z; = lim; o ;.

Tilbage til opgaven. Da f,, — f punktvist, vil liminf, .. f, = lim, .o fn = f. Altsa vil jf. Fatous
lemma (Theorem 9.11) geelde, at

1 1
/fdu < liminf/fn dp = lim inf (2 + ) = lim (2—1— ) =2,
da folgen (2 4+ %)nGN konvergerer.

(ii)

Find for hvert a € [0,2] funktioner (f,,)n>1 og f 1 M™T sa

1
In—= 1 /fnd,uz2+*7 /fdu:oz.
X n X
Set X =R, A =B(R) og p =\, hvor A er Lebesgue-malet pa R. Definér A = [0,a] C R og
1
B,=n+2n+4—a+ -]
n
Bemerk, at A og alle B, ’er er disjunkte, idet a < 2 < n + 2 for n € N. Hvis

f:]-Aa fn:1A+]—Bna

vil £, (fn)n>1 € MT(B(R)) jf. Example 8.5 og Corollary 8.10, og

fodp=MA) + AN(Bp) = a+ n+4—a+l —(n+2))=a+ 2—0¢+l :2+1,
/. ; ;

n

da A og B, er disjunkte, samt
[ fau=nri1)=a.
X

det hele jf. Properties 9.8. Det genstar nu at vise, at f, — f eller at 15, — 0 punktvist. Intuitivt
er det klart nok, idet B,, “forsvinder imod oco”, men lad os vise det formelt: for ethvert € R kan vi
lade N € Nsa N +2 > z. Davil for alle n > N geelde, at n+2 > N 42 > x, hvormed = ¢ B,,. Altsa
vil 15, (x) = 0 for alle n > N, hvilket medfgrer, at 15, (x) — 0 for n — co. Altsa er det gnskede vist.

Supplerende opgave 2

Betragt malrummet (N, P(N), ) hvor p er teellemalet. Lad (f,)n>1 08 (9n)n>1 veere funktioner i M+
defineret ved

B _ J 141y, hvisner ulige
fn = Yy, gn= { 12y, hvis n er lige.



(i)

Bestem funktionerne limsup,,_, . fn 0g limsup,, ... Gn-

For m € N vil for alle n > m geelde 15,1(m) = 0 (sdledes at 1y,3(m) = 0 fra et vist trin). Altsa vil
limsup,,_, fn =lim, 00 frn =0.

For at finde limsup,,_, ., gn(m) for m € N deler vi op i tre tilfzelde som man maske kan gaette sig til
ud fra definitionen pa g,:

1. m = 1. Hvis k € N findes der et jy > k sa jp er ulige. Dermed vil

sup g;(m) > gj,(m) = 113(m) = 1.
>k

Da gj(m) <1 for alle j > k, far vi, at sup;>, g;(m) = 1 for alle k € N. Dermed vil

limsup gx(m) = lim supg;(m) = lim 1=1.
k—o0 k—00 j>f k—o0

2. m = 2. Hvis k € N findes der et jo > k sa jy er lige. Dermed vil

sup g;(m) > gj,(m) = 1gzy(m) = 1.
ji>k

Dermed vil sup;s, gj(m) = 1 for alle & € N. Dermed vil limsupy,_, ., gx(m) = 1.
3. m > 3. Da vil gx(m) = 0 for alle k € N, saledes at limsup;_,. gr(m) = 0.

Altsa har vi, at
limsup g, = 11,2-
n—oo
(ii)
Vis, at
/ limsup f, dp < lim sup/ frndu, / limsup g, dp > lim sup/ G dpt.
N N N N

n—oo n— oo n—oo n—oo

Konkludér, at ingen version af Fatous lemma (Theorem 9.11) geelder med “limsup” i stedet for
“lim inf”.

Bemeerk forst at teellemalet p er lig Y7 | 8, saledes at vi har jf. Example 9.10 (ii), at

o0

IR 2

Jj=1

for enhver malelig funktion v pa (N, P(N)). Endvidere er f,, klart malelig, og da g, enten er lig 11,
eller 1;9y, er g, ogsa malelig. Da vil

Anw:an:Zummﬂwwzl

og
/%mzz%mzl
N =

(tjek i tilfeeldet n lige og n ulige). Dermed vil

/limsupfnd,u:0<1: lim /fndu:hmsup/fndﬂ

n—oo n—oo
og
/ limsup g, dpu = / lgoydp=p({1,2}) =2> 1= lim /gn dp = limsup/ gn dp.
N n—oo N n—0o0 Jy n—oo JN
Ved den anden ulighed ses, at Fatous lemma ikke geelder med “lim sup” i stedet for “lim inf”. Da kunne
man eventuelt habe pa, at Fatous lemma med “lim sup” i stedet for “lim inf” gjaldt, hvis man vendte
ulighedstegnet om, men dette gdelaegger den forste ulighed.



Supplerende opgave 3
Lad (gn)n>1 veere en folge af reelle tal. Som saedvanligt betegner A Lebesgue-malet pa (R, B(R)).

)

Beregn integralet

/ Z [qn 2qn+ da.

nl

Argumentér omhyggeligt for hvert trin i udregningerne.

For alle n € N er funktionen u,(z) = %l[qmqn +11(z) ikke-negativ (den antager kun veerdierne 0 og

%) Endvidere er u, malelig jf. Examples 8.5 (i), Corollary 8.10 og Example 7.3, da afbildningen
T % er kontinuert og dermed malelig. Ved at benytte Corollary 9.9 fas, at

-1 1 d/\ = /71 1 d)\.
/RTLZI n [Qnrv(In“l‘T,,] ngl RN [(In7%L+n]

Da L > 0 for alle n € N, fas ved Properties 9.8 (ii) og (i) at

/Z (@n,qn++ ]d/\ i)z / [qn,qn+2

idet vi benytter definitionen pa Lebesgue-malet samt at singletonmaengder har mal 0.
(ii)
Kan man veelge (¢n)n>1 0g z € Rsa )~ + g, qut 11 (2) = 007

Sagtens. Lad ¢, = 0 for alle n € N og = 0. Da vil

oo 1 00 1 o .
Z El[qn,qn-&-%](‘r) = Z E1[0)0+%](0) = Z E = 00.
n=1 n=1 el

(iii)

Vis, at 32,7 511, g,411(2) < 00 A-neesten overalt.

Vi viser Opgave 10.6 nedenfor. Seettes u(z) = Y 2| %1[(]7”(1,,#&](30) < oo, er u malelig jf. Corollary

9.9 og vores argumentation i (i). Endvidere er u ikke-negativ, sa da [ |u|dX = [ |u[P dX for p =1 jf.
(i), vil |u| = u veere reel A-naesten overalt jf. Opgave 10.6, som gnsket.

Supplerende opgave 3.5
Lad (X, A) veere et malbart rum, og lad 1, ..., ur veere mal pa (X, A). Vis, at p = puy + -+ pg er

et mal pa (X, .A), og vis, at
/udu:/udu1+~-~+/ud,uk
X X X



for alle u € M (A).

0er

Vi har allerede vist i Opgave 4.6, at p er et mal, men lad os lige genopfriske beviset: at ()
klart, og hvis (A4;)jen C A er en familie af parvist disjunkte malelige meengder, er

k k k
pl U] =D (U4 =D mn(A) =D ual(4y) = u(4;).

jeN jEN n=1jeN jENn=1 jEN

Igen tager vi ikke hgjde for konvergensproblemer; ovenstaende geelder, hvis alle raekker konvergerer
og der kun indeholder endelige vaerdier for malene, og hvis ikke, er det hele blot lig co. u er altsa et
mal. For at vise integralresultatet for alle u € M% (A), starter vi blidt ud. Hvis A € A, vil vi have, at

k k
[ radn=ua) = )= Y [ Lad, 1)

Hvis f € £T(A) er en simpel ikke-negativ funktion, findes der en standardrepreesentation f =
>t yila, jf. Examples 8.7 (iii), hvorom altsi geelder, at A;’erne er disjunkte mélelige maengder
med forening lig X og y;’erne er ikke-negative tal. Da vil

/fd/l:/zyilAjdu
i=1

n

9.8
= yi/lAi d/,é

i=1
n k k n k

=Y u Z/lAiduj ZZ/ZyilAidﬂjZZ/fdujv
=1 j=1 Jj=1 =1 Jj=1

idet vi kan bytte frit om pa raekkefglgen, nar vi summer endeligt, og hvor vi benyttede (1). Altsa vil

/fduzg/fduj

for alle simple funktioner f: X — R. Lad nu u € M%(.A). Da ved vi fra Theorem 8.8, at der findes en
voksende fglge (uy,)nen af simple, ikke-negative funktioner, saledes at u = sup,, ey Un = limy, o0 Up.-
Da fglger nu af Corollary 9.7 samt ovenstaende lighed for simple funktioner, at

k k k
J= J= J=

som gnsket.

Supplerende opgave 4

Betragt malrummet (N, P(N),v), hvor v er teellemalet. For hvert y € N lades ¢, veere Dirac-malet i
punktet y.

()
Vis, at p = v + 3 + J5 er et mal pa (N, P(N)).

Da v og ¢, er mal pa (N, P(N)) for alle y € N, folger det gnskede af at benytte Opgave 4.6 (i) to
gange.



(ii)
Bestem 4({2,3,4,5,6,7,8,9}, u(N) og p(P), hvor P er meengden af primtal i N.
Vi har
p({2,...,9) =v({2,...,9}) + 52({2,...,9}) + 65({2,...,9}) =8+ 1+ 1 = 10.

Da P og N er uendelige delmaengder af N, fglger at v(N) = v(P) = oo, hvormed u(N) = pu(P) = oo,
idet pu > v.

(iif)
Bestem [ fdp, hvor f(n) =27".

/Nfdu:/Nfdu—k/Nfddg-k/Nfdég,.

Dette folger nemlig af Supplerende Opgave 3.5. Da vil jf. Examples 9.10 (i) og (ii) geelde

/Nfolu:/Nfolqu/Nfd(sg+/fda5

S . 9 41
:;f(n)ﬂ“ 22 +3 +— Lt o5 = o5

Vi har, at

9.5
Lad (X, A, p) veere et malrum og lad u € MT(A). Vis, at funktionen A — [1audp, A € A, er et

mal.

Forst og fremmest er 1y = 0, saledes at (M) geelder jf. Properties 9.8 (ii) med a = 0. Lad nu (4;);en
veere en familie af parvist disjunkte meengder i A. Da vil nu geelde, at

Usens = D 1,

JjEN

Vi har nemlig, at hvis z € UJEN Aj, vil z € A; for kun ét j (alle A;’er er disjunkte), hvormed
hojresiden er lig 11 . Hvis ¢ ¢ |J. .y 4;, vil z ¢ A; for alle j € N, hvormed hgjresiden er lig 0 i .
Vi har oplagt, at

jEN

1y, A ZlAu

JjEN

for alle z € X, og dermed 1Uj€N AU = Zj en Laju. Idet alle 14,’er er malelige og ikke-negative
funktioner jf. Example 8.5 (i), fas nu jf. Corollary 9.9, at

/1U]€NA udy = /ZIA udy = Z/lA udpy,

JEN jEN

som netop er det gnskede.

9.6
Vis, at enhver funktion u: N — R pa (N, P(N)) er malelig.

For alle B € B(R) vil u=!(B) C N, hvormed u~!(B) € P(N). Feerdig. Vi kan ogsa indse, at

= uli)lgy(n
j=1

og derpa benytte Corollary 9.9.



(9.9)

Fatous lemma for mal. Lad (X, A, 1) veere et malrum og lad (4;);jen, A; € A, veere en folge af
malelige meengder. Vi definerer

liminf A, := A o limsup A; := A,
maia, = U (4 o et~ (YU,
eNj>k keNj>k

)

Vis, at lliminfjﬁ\oo A; = lim infj_mo lAj og llimsupj_mo A = lim SUP;_y 00 lAj- [VIS fgrst, at 1ﬂj€N A; =
infjen 14, og lujeN A; = SuDjey La; ]

Lad os vise hintet mere generelt og antage, at (B;);cs er en familie af maengder i X (de behgver ikke
at veere malelige). Lad = € X. Hvis « € (,c; By, vil € B; og dermed 1p,(x) = 1 for alle i € I, sa
infier 1p,(z) = 1. Hvis @ ¢ (,; B; findes ig € I s x ¢ B, og dermed 15, () = 0. Altsa vil

Da vi endvidere har, at 1p,(z) > 0 for alle ¢ € I, vil inf;c;1p,(x) > 0, hvormed vi slutter, at
inf;er 1p,(x) = 0. Altsa er
1ﬂi61 B; (.T) = 12; I, (.1‘)
Hvis @ € J;c; Bi, findes ig € I sd 1p, () = 1. Altsa vil
sup 15, (z) > 15, (z) = 1.
iel

Da 1p,(z) <1 for alle i € I, har vi endvidere sup;c; 15, (v) < 1, og dermed lighed. Hvis = ¢ (J,;
vil ¢ B, og dermed 1p,(z) = 0 for alle ¢ € I, hvormed sup,c; 1p,(x) = 0. Altsa er hintet vist.

Bi7

Hvad giver dette os? Lad os se:

Liminf, .. 4, =supln . 4. =supinf 14, =liminfly..
R R R LE s Bt T S

Her brugte vi forst anden lighed i hintet med I = N og derpa forste lighed i hintet med I = {j >
k} ={j € N|j > k} for fast k. Pa samme made fas

Limsup, oo 4; = J0f 1,5 4, = JfsupLa; = limsup A;.
(ii)
Vis, at
1 (lim inf Aj) < liminf pu(A;).
j—o0 j—o0

Vi har, at

1 (lim inf Aj> = / Diminf; o0 A; dpt = / liminf 14, dp <liminf | 14, dp = liminf (A;)
X X X j—o0

Jj—»o0 j—o0 j—00
jf. (i) og Fatous lemma (Theorem 9.11). Alternativt kan benyttes metoden i neeste delopgave.
(iii)
Vis, at
limsup p(4;) < p (lim sup Aj>

j—o0 j—o0

hvis p er et endeligt mal.



Vi har, at
I (limsuij) =u ﬂ U Ai |l =p (ﬂ Bk> ,
J—reo keNj>k keN
hvor By, = szk A; for k € N. For k < { vil
Bg:UAjg UAj:Bk,
j=t Jjzk

sa

1 <limsup Aj> =4 (ﬂ Bk> = inf u(By),

Jree keN
grundet Theorem 4.4 (iii’), hvor vi benytter, at p er endelig. Bemeerk nu, at monotoni giver at
w(Bk) = p(U;>x 4j) = p(4;) for alle k € N og j > k. Dermed ma

w(By) > sup u(A;) > inf sup u(A;) = limsup u(A4,).
>k kEN j>k j—oo

Dermed er limsup,_, ., u(A;) et undertal for alle ju(By), sa vi slutter, at
limsup A4; | = By, | = inf u(By) > limsup u(A;).
iz < m sup g) z <;QN k) inf, 1(By) > lim sup ju(4,)

(iv)

Giv et eksempel, der viser at (iii) ikke holder hvis p ikke er endeligt.

Lad (X, A, u) = (R,B(R),\) og definer A; = [4,25] for j € N. Da vil

limsup A; = ﬂ UAj = ﬂ[k,oo) =0

J—roo keN j>k keEN

og dermed have mal 0, men limsup;_,. A(4;) = limsup, ., j = oo, sdledes at (iii) ikke holder.
Lebesgue-malet er heller ikke endeligt.

10.2

Lad (92, A, P) veere et sandsynlighedsrum. Find et modeksempel til folgende pastand: Enhver P-
integrabel funktion u € LY(P) er begranset.

Vi vil ikke helt folge hintet (mest fordi forfatteren abenbart ikke helt har teenkt det igennem). Seet
Q=1(0,1], A = BR)NQ (som er en o-algebra jf. Examples 3.3 (vi)) og P = A (i den forstand at
P(A) = MAN(0,1)); dette er et mal jf. Opgave 4.7). Lad u: (0,1] — R vaere givet ved u(z) = ﬁ
Da er u klart ubegrzenset, sa det genstar at vise, at u er Lebesgue-integrabel. Bemeerk endvidere, at
u er strengt aftagende. Definér nu w,: (0,1] = R for n € N ved

up () = 1(2%72‘"%1](x)u(:c).

Da er u, et produkt af malelige funktioner og dermed selv malelig; endvidere er u,, ikke-negativ.
Bemaerk endvidere, at

u(@)] = ue) = u@) 3 1) = 3 A @) = 3 (@)
n=1 n=1 n=1

for alle x € (0,1]. Da u er aftagende, har vi endvidere

Un(2) <12 1 (2)u (1) = 1(%7#1]@)\/27.

2M o on—1 2n



Af Corollary 9.9 fglger, at
AMM:Z/%M§Z/ﬁ@ﬁ%I
(o] 1 n
Z\/?P<<2n on— 1}) Z 2 QnZ(ﬁ) <00

n=1

da ovenstaende er en geometrisk rackke med kvotient % < 1 (dog uden 0’te led).

10.5 (i), (ii), (iii)
Vis de folgende varianter af Markovs ulighed (Proposition 10.12): For alle ¢ > 0 og nar de involverede
udtryk giver mening (er endelige), geelder:

6)
u({Jul > ¢}) < 1 [ Jul dp.

Dette fplger af delopgave (ii) med p = 1, sa lad os vise den i stedet!

(ii)

p({lu] > c}) < & [|ulPdp for alle 0 < p < oc.

Dette fplger af delopgave (iii), da p({|u| > ¢}) < p({|u] > ¢}) og da t — t? for 0 < p < oo er en
voksende funktion pa [0, c0), sa lad os vise den i stedet!

(iii)
p({Ju] > c}) < ¢(C) J ¢(Jul) dp, hvor ¢: Ry — Ry er voksende.

Bemeerk at |u(x)| > ¢ medfgrer ¢p(Ju(x)|) > ¢(c) for alle z € X, idet ¢ er voksende. Dermed vil

p({lul > c}) < p{o(lu(z)]) = ¢(c)}) = /X Lig(lu(@))>e(e)} () dp()

X ml{¢(u($)l)2¢(c)}($) du(x)

Hvis z opfylder ¢(|u(z)|) > ¢(c), vil

P(lu(@)]) _ ¢(lu(z)])

¢(lu(@)])
1{¢(|u<x)\)z¢(c>}(x)¢(|u(x)|) — o(Ju(z)]) '

¢(c)

Hvis z ikke opfylder det, galder ovenstaende ulighed trivielt (idet ¢ ikke antager veerdien oo pr.
antagelse). Altsa vil grundet monotoni (Properties 9.8 (iv)) geelde, at

<

({2 ) = [ S oo () duda)
/m@| »
- 57 /. @ duta),

grundet Properties 9.8 (ii). Altsa har vi det gnskede.



10.6

Vis, at [ |u[P du < oo medforer, at u er reel nasten overalt (dvs. u(z) € (—o0, 00) for neesten alle z).
Geelder dette stadig hvis vi har [ arctan(u)dp < 0o?

Vi antager, at 0 < p < oo og vi skal vise, at u({Ju| = oco}) = 0. Bemaerk, at u({Ju| = oo}) =
(Npentlul > k}), idet |u(z)| = oo hvis og kun hvis |u(z)| > gegk for alle k € N. For k > £ vil
{Ju| > k} C {|u|] > ¢}. Altsa er folgen af meengder ({|Ju| > k})ren aftagende. Jf. Opgave 10.5 (ii) har
vi

({lul = 1) < [ JuP ds < o
Altsa vil p({|u| > k}) < oo for alle k € N, hvilket medfgrer at vi kan benytte Theorem 4.4 (iii’). Altsa
vil
1
= = > =1 > < Ii — p
p({Jul = oo} = s (ﬂ {lul > k}) i p({Jul 2 k) < Jim [ fup du o
keN

grundet Markovs ulighed og antagelsen at [ |ul? du < co. Altsa folger det gnskede.

Hvis vi sammenseetter med arctan, har vi imidlertid et problem: hvis u(z) = oo, vil blot gelde, at

arctan(u(z)) = 7. Sammensaetningen med arctan kan altsa ikke opfange, om u er lig uendelig i et

punkt. Hvis vi for eksempel havde et endeligt malrum (dvs. 0 < u(X) < o0) og vi satte u(z) = oo
for alle z € X, ville u veere malelig og

/arctan(u(x)) dp(x) = / g dp(z) = g,u(X) < o0,

men u er lig co overalt.

(10.9)
Lad (€2, A, P) veere et sandsynlighedsrum. Vis at for u € M(A) vil

u€ LY (P) & ZP({|u| > j}) < oo.
j=0

Vi viser forst, at

Jul < Ljuizgy < lul + 1.
§=0

Lad = € Q. Hvis |u(z)| = oo, vil |u(z)| > j for alle j € Ny, saledes at ovenstaende uligheder gzelder.
Hvis |u(z)| < oo lades N € Ny veere det stgrste ikke-negative heltal sa |u(xz)] > N. Da har vi
lu(x)] < N 41 (ellers ville N ikke vaere storst), og dermd |u(x)| < j for alle j > N. For 0 < j < N
vil Ju(z)| > N > j, hvormed 1yj,>;1(2) = 1, mens vi for j > N har [u| < N +1 < j og dermed
1{\U|ZJ}(x) = 0. Altsa vil

e’} N
Z 1{|u\2]}(5€) = Zl =N + 1.
=0 j

7=0
Da |u(z)] < N +1 < |u(x)| + 1, folger det gnskede.

Hvis u € L1 (P), vil [, |u|dP < oo jf. Theorem 10.3. Da vil
> P({Jul > j}) = Z/ﬂ Lju|z;y AP
; =

7=0
:/Zl{‘u|2j}dP§/(|u|+l)dP:/|u|dP+/ dP:/|u\dP+1<oo
Q550 Q Q Q Q
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ved Properties 9.8 (iv) og Corollary 9.9, da indikatorfunktioner er malelige; vi benytter ogsa, at
P(Q) = 1. Hvis omvendt Y 7%, P({|u] > j}) < oo, vil

/ jul dP < / Zl{|u\zj}dP:Z/ Ljuizgy AP =Y P({Jul > 7}) < oo,
@ € j=0 j=0" =0

saledes at vi far den gnskede ackvivalens.
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