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2. november 2009

EH henviser til “Measure theory”, CB henviser til “Fourier transformationen”,
JL henviser til “A non-rigorous motivation...” og FR henviser til “Funktion-
srum”.

Opgave 1

Vi definerer funktionen f: R — R givet ved

x forx € [-1,1]
f(@) =11 y(z)z = { 0 ellers.

Q1.1

Vi skal nu finde Ff og vise, at f(0) = 0.

Vi definerer derfor funktionen h : R — R ved h(x) = 1;_; 1)(), hvorpa vi
ser, at f(z) = zh(z) for x € R. Vi har klart, at h € £1(R), da [|h|dm =
J 11, ydm = m([-1,1]) = 2 < 0o (EH sztning 6.19).

Da vi har for alle z € R, at |f(z)] = |z[|1j—1,1)(z)] < [L=1,11(®)] = |h(2)],
samt at |h|,|f| € MT (EH definition 5.7, da funktionerne er positive og mélelige
jf. EH opgave 4.11(b)), folger det af EH seetning 6.11, at [ |f|dm < [|h|dm < oo,
hvorpa f € £1(R).

Nu giver CB setning 8.6(i), at h € C*(R) og for alle £ € R, at

FF(&) = F(zh(z))(€) = il (€).

Det genstér nu blot at finde h/. Da h € £1(R), fas pr. CB definition 8.1 for
& e R\ {0}, at

h) = /Re_i@”h(x)dx:/1[_171](x)e_i€“’dx
= /1[_171](37) cos(éx)dx — i /1[_1y1](:c) sin(&x)dx

_ /1 cos(Ex)de = [sinfx)] 1_1 _sin(@) _sin(=¢) _ 2sin(¢)

§ § &
hvor vi benyttede EH opgave 10.12 ved fjerde lighedstegn, idet 1j_; q)sin er
ulige, og ved tredje, at e’ = cos(f) + isin(#) for alle € R.

Vi har, da h(0) = [, e®h(z)dz = [_, ;dz =2, at

- %ITH(O for £ £ 0
2 for £ = 0.
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Da vi endvidere har, at h er C", er den altsa kontinuert differentiabel, og med
produktreglen fas for alle £ € R, at

. 2cos(§)  2sin(§)
h/(é—) — I3 52 forg#o
0 for £ = 0.

Altsa har vi, at f :R — C er givet ved

b 2i (28 — D) for £ £ 0
fle) =it (e { ) oty

og det ses klart heraf, at f(O) = 0. Pr. CB definition 8.1 kan dog ogsa ses, at
f(0) = f_11 xdz = 0.

Q1.2

Vi definerer nu funktionen g : R — R ved

g(g) _ 0055(5) _ Sizg&) for £ # 0
0 for £ = 0.

Der skal forklares, hvorfor g € Lo(R). Det ses forst, at g = —i/2f. Vi har derfor,
at |g|2 = | —i/2f]2 = | — /22| f|> = 1/a| f|2, idet | — i/2| netop angiver kvadratet
pa modulus af det komplekse tal —i/2.

Vi betragter f fra Q1.1, og ser nu, at

1 371
2. 2 27 2g, - || 1 _—“1_2
/|f| dm—/(l[_lvl](x))xdx—/lx dx—{g]_l—g 3 —3<oo,

hvorpé f € L3(R). Vi har nu jf. CB satning 8.24, da vi fandt i Q1.1, at
f € Li(R), at Fof = Ff. Vi kan derpa benytte Parsevals ligning, CB satning
8.22, pa f (idet vi betragter f ved sin sekvivalensklasse [f] € La(R)), hvorpa vi

far, at \
[15@Pag = [ 1Rafe)ds = 2m [ 17am = 5

fra ovenstaende udregninger. Vi far dermed med EH sa&tning 6.19, at

1 P 1 47 7
290+ 290 _ L 2T _ T
[1s@Pae =7 [1f©Pa=7-F = <o,
hvorpa det ses, at g € Lo(R), og |lglla = (7/3)"/* = V37/3, hvor || - ||» angiver
seminormen pa La(R).

Det skal tillige afggres, om £g(&) ligger i L2(R) eller ej. For at afggre dette,
betragtes nu intervallerne [—7/4 4+ 27n,27wn] for n = 1,2,.... Lad n € N og
x € [—7/4+ 27n, 27n]. Nu geelder (hvilket ogsa kan ses ved ovenstéende figur),
at cos(z) > $v/2 > 0 og at sin(z) < 0, dvs. —sin(z) > 0.

Vi far nu, at z cos(x) — sin(z) = x cos(z) + (—sin(x)) > zcos(x) > 0, idet
x > 0, cos(z) > 0 og —sin(x) > 0; altsd, at |z cos(z) — sin(z)| > |z|| cos(z)].
Dermed fas for & € [—7/4 + 27n, 27n], at

_ sin(é) r _ [€cos(§) —sin(§)1* _ (€] cos(&)))?
3 BE G

£g(&))? =

cos(¢)



Figur 1: Enhedscirklen og intervallet [—7/4 + 27n, 27n)].

el
2
1

og derfor, at |£g(€)|> > |cos(€)[?. Da vi ydermere for ¢ € [~7/a + 27n, 2mn]
havde, at cos(§) > %\/5, far vi nu, at | cos(§)| > \/_ 2 > 0, og derfor, at

2
€9(&)[2 > | cos(&)[? > <%\/§> 1

for alle & € [—7/a + 27n, 27n].
Vi definerer nu A = | J;7_, [=7/4+ 27n, 27n]. Vi mé have, at [£g(¢)|? > 1 for
€€ A, dvs. La(E)|Eg(E)F 2 14(6)L for € € R,

Da ¢ — [£g9(€)|> er MT (kontinuert, da g er kontinuert og dermed mélelig
jf. EH lemma 4.8, samt ikke-negativ) og & + 14(€)|€g(€)|? (da foregaende funk-
tion var kontinuert, og ved brug af EH opgave 4.11(b)) ligesd er M™, far vi nu
jf. EH seetning 6.11, thi |£g(&)|? > 14(€)[€g(€)|? for alle € € R, at

[les@ras = [ra©kserras™s [1a©3d 2 Smia)
m (U [—% + 27Tn,27m]>

n=1

T 16 1 > T
(—Z+27m 27m> = 52(2%11—271‘71—}—1)

DN =

I

w
5

[ V]
[\D|’—‘

L\DI»—t
%lﬁ

hvor vi undervejs bruger, at Lebesgue-mélet er o-additivt. Altsa er £g(€) ikke
en Lo(R)-funktion. (Henvisningerne ovenfor er til EH.)

Opgave 2
Vi betragter den partielle differentialligning
Dy 0%
o) = G5y, (@) € Rx (0.%0). 1)

Vi sgger en lgsning til denne, ¢, som opfylder initialbetingelsen ¢(z,0) = 1 (x)
for z € R, hvor funktionen ¢ € £1(R) N C(R) er givet.

Vi antager naturligt, at ¢ er C? pa hele R x (0, 00) og kontinuert pa R x [0, c0).
I tilleg til dette antages ogsa, at



e funktionen z — p(z,y) er integrabel pa R for alle (faste) y > 0,

2
. %f og %“2‘3 er integrable som funktioner af x € R og for faste y > 0,

e for hvert begranset interval I C (0,00) findes en funktion h € £4(R), sa
%g(x,yﬂ < h(z)forzeRogyel.

Q2.1

Vi lader ¢ — @(&,y) betegne Fourier-transformationen af snitfunktionen
x + @(z,y). Under antagelse af, at ¢ er en lgsning til (1), skal vises, at @
er en lgsning til differentialligningen

6w = ~€Ple), (6) €R X (0,00) @

Lad £ € R veere givet. Vi ved pr. CB definition 8.1, at
P& y) = /e‘ig’“<f>(:v,y)dw-

Vi ved, at snitfunktionerne z + e %p(x,y) er integrable, idet
[le7®%p(z,y)|dz = [|p(z,y)|dz < oo (da |e?| = 1 for § € R), og da de
endvidere er kontinuerte, er de ogsé malelige (jf. EH lemma 4.8), pa hele R for
hvert fast y > 0.

Vi ved yderligere, at ¢ er C? pa R x (0,00), sa specielt er snitfunktionerne
y = e %% p(z,y) differentiable pa (0, 00) for alle faste z € R.

Vi ved desuden, at der for hvert begraenset interval I C (0,00) findes en
funktion h € £1(R), s& %E(x,yﬂ < h(z) forx € Rogy € I. Lader vi y € (0,00)
veere fast, kan vi specielt lave et begraenset interval I C (0, 00) omkring y, si

o _. 0
‘Fye_lgxw(x7 y)‘ = ‘a_ygo(xv y)‘ < h(m)
hvor h er en integrabel majorant, hvorpa vi kan finde en integrabel majorant for
alle z € R og y € (0,00), da vi lod y veere vilkarlig. Altsa har vi jf. EH saetning
8.14 for alle £ € R og y € (0,00), at

By &y = au/e p(z,y)dr = [ e 8y<ﬂ(:v,y)d:v— e 53 (@ y)dz,

hvor vi benyttede (1) til sidst.

Sidste udtryk er netop lig F(9°¢/022)(&,y) (jf. CB definition 8.1 - den giver
mening, da 9°¢/oz? er antaget integrabel), sa vi far, da x — ¢(z,y) er C? pa hele
R, hvorpa x + 9¢/ox(z,y) er C' pa hele R, og da z + 9°¢/ox2(x,y) er antaget
integrabel pa hele R, far vi pr. CB satning 8.6(ii), at

E)cﬁ o 324,0 . 34,0 2424 o 2 A
3y &y =F (agﬂ) (& y) =iEF (ax (& y) =i"6"0(&,y) = —€°@(&, ),
idet vi benytter CB saetning 8.6(ii) igen, da z +— o(x,y) er C? og specielt C*

pa hele R, og da x +— %f(x, y) er antaget integrabel pé hele R. Dermed er det
gnskede vist for alle (£,y) € R x (0, 00).



Q2.2

Der skal argumenteres for, at den fuldstendige lgsning til differentialligningen
(2) er pa formen

P(6,y) = c(€)e €Y, (£,y) € R x (0,00),

hvor ¢(€) er en arbitraer konstant, athengig af €. Lad derfor £ € R vaere fast. Vi
betragter snitfunktionerne y %@(5 ,y) ogy — —E24(&,y) defineret pa (0, 00).
Da funktionerne y — £2 og y — 0 er kontinuerte pa det abne interval (0, 0), og
da y + €2y er en stamfunktion til y > &2, finder vi jf. Kalkulus saetning 10.1.3,
at den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (2) omskrevet til

g—f(ﬁ,y) +&¢(&y) =0

pa (0,00) er givet ved funktionerne y — f(&,y), hvor

fEy) =t ( / e"V0dy + c<s>) = c(€)e ¢,

hvor ¢ er en arbitreer konstant athaengig af € (se evt. JL s. 5). Vi har dermed
det gnskede for (§,y) € R x (0,00), da f = ¢.

Under antagelse af, at initialbetingelsen ¢(x,0) = (x) for x € R er op-
fyldt, skal vises, at c(&) = (&). Lad & wveere givet i det fglgende, samt
initialbetingelsen veere opfyldt.

For fast € R ses, at e~ %%p(z,1/nt1) — e % %p(z,0) = e *“%y)(z) for
n — oo, da y — p(z,y) er antaget kontinuert pa [0,00) for fast x € R. Vi
definerer derfor funktionsfglgen (f,,) ved f,(x) = e %% p(x,1/n+1) for alle z € R.
Disse funktioner er kontinuerte for alle n € N, da x — ¢(z,y) er kontinuert pa
R for fast y > 0 og den komplekse eksponentialfunktion er kontinuert (da den er
differentiabel), s& pr. EH lemma 4.8 er de malelige, og dermed alle M-funktioner.

Lad n € N og z € R veere givet. Vi har, at |f,(x)] = |p(z,/n+1)|. Da
Y+ ¢(z,y) er C? pa (0,00), er den differentiabel pa (1/n+1,1) og kontinuert pa
[/n+1,1]. Vi ved nu pr. Middelveerdissetningen, Kalkulus seetning 6.2.3, at der
findes 0 € (Y/n+1,1), s&

8_90(% 5) _ N - +1 7
Yy st

dvs. s& p(z,Ynt+1) = @(z,1) — %‘5(3:, 0)(1 — Y/n+1). Men nu ma gelde pr.
trekantsuligheden, og da |1 — t/n+1| <1, at

2 — )| < Jola 1)) +
<p 7n+1 —SD 9

hvor h er en integrabel majorant for |%‘5| pé det begraensede interval (0, 1) (som
indeholder intervallet, hvori ¢ er), hvilken vi kan valge pr. antagelse. Vi har
ligeledes, at x — o(x,1) er integrabel pr. antagelse, hvorpa z — |p(z,1)| ogsa
er det — summen er integrabel jf. EH satning 7.3. Altsa har vi, at

[fn(@)] < lp(a, 1)] + h(z),

% .9 <1 - HLH)‘ < lple, )] + h(a),



og dermed er fundet en integrabel majorant for |f,| for alle n € N.

Det fplger nu af Majorantsztningen (EH satning 7.6), at

ﬂ&an:Ag”@wnanM—yéaﬁWWMx:ao

for n — oo, pr. CB definition 8.1, da vi lod initialbetingelsen veere opfyldt. Da
vi endvidere har, at

P(E, Y nr1) = e(€)e™E T 5 ¢(£)e™8 0 = ¢(¢)

for n — oo, da eksponentialfunktionen er kontinuert, og at der er entydighed i

greensevaerdierne, ma c(§) = (&) for £ € R.

Q2.3

Der skal findes en funktion n(z,y), siledes at Fourier-transformationen af snit-
funktionen x — n(x,y) er givet ved

A& y) =e €Y, (£,y) € R x (0,00).

For overhovedet at komme med et kvalificeret bud, er her blevet brugt inversions-
formlen med kvadratseetninger og komplekse substitutioner. Vi valger saledes
at geette pa, at n: R x (0,00) — R er givet ved

1 2

e 4y
2,/7y ’
Vi lader i det folgende y € (0, 00) veere fast og betragter dermed snitfunktionen
x — n(x,y). n er integrabel, da

1 a2 1 o?
x,y)dr = e_Wd:cz/—e_Tda:1<oo,
[ eia =5 Vo

jf. EH eksempel 12.18 og seetning 12.7, hvor vi benytter den bijektive, kontinuert
og dermed malelige funktion h : R — R givet ved h(z) = */y2y; idet h er en
bijektion mellem R og R, h klart er C*(R) og h™'(a) = /2ya er C1(R), kan
benytte ¢ : R — R givet ved

n(z,y) = (z,y) € R x (0,00).

1 .2
¢($) = \/_2—71_6 )

som er positiv, kontinuert og maélelig. Vi har pr. JL opgave 4(1.3), at
F(f(ax))(€) = |a|~ f(¢/a) for en vilkarlig funktion f € £1(R) og a € R\ {0}.
Definerer vi f: R — R ved
22
fla) =",
ses, at den er integrabel og ligger i £1(R) jf. EH eksempel 12.18, da den er ikke-

negativ. Vi har fra CB eksempel 8.3, at Fourier-transformationen f er givet ved
A 2
(&) = V2me /2. Saettes a = 1/\/3y, far vi, at

flaz) = e = e~ % =2 /mpn(z, y).



Vi har nu for Fourier-transformationen 7, at

R B (flaz))(€)\ _ F(f(ax))(§)

6y) = f( 2/ )‘ NG
_ 1 1™ e 2VTY ey ey
= 3 = ( —2y> vV 2Tme =3 7rye =e s

for ¢ € R og alle y € (0,00), da vi lod y veere fast — vi brugte ved forste lighed-
stegn, at Fourier-transformationen som afbildning er linezer (jf. CB satning 8.2),
hvorpé skalarer kan flyttes ud foran afbildningen.

Altsa har vi fundet en funktion 7, sa Fourier-transformationen af snitfunk-
tionen x — n(x,y) er som gnsket.

Q2.4
Vi definerer afbildningen g : R x (0,00) — R ved 9o(z,y) = ¥(z). Vi ved nu
fra Q2.2 og Q2.3 for fast y > 0, at

B(E,y) = e Ve(€) = (& YD) = Flnxho)(&,y):

idet vi benytter CB satning 8.18, hvor vi ved pr. antagelser, at ¥y = ¥ € L1(R)
(for fast y) og fra Q2.3, at n € L1(R).

Vi vil nu gerne benytte inversionsformlen med ovenstaende viden til at vise,
at lgsningen ¢ til (1) med initialbetingelse ¢(x,0) = ¥ (x) kan skrives som

1
2/my

Lad y € (0, 00) veere givet. Vi vil derfor gerne benytte setning 8.8%*.

olx,y) = /Re_%w(t)dt, (z,y) € R x (0,00).

Da funktionen z +— ¢(z,y) er integrabel og kontinuert, fglger af beviset
for CB satning 8.6(ii), at ¢(x,y) — 0 for z — +oo0. Da z — ¢(z,y) er
kontinuert, fglger, at den ikke gar imod +oo for x gaende imod nogen veerdi
i R (thi gjorde den andet, var den ikke kontinuert). Vi mé altsd have, at
afbildningen er begraenset, og at funktionen ligger i £1(R) N Cy(R).

Vi har, at $(&,y) = N(&, y)w(€). Idet 1) er &-integrabel, thi den er kontinuert
pa for alle £ € R, malelig og ikke-negativ, hvorpa EH satning 12.7 giver, at

[itelas = [eenag— [ e Faa <o,

hvor vi benytter den bijektive, kontinuert og dermed malelige funktion
h:R — R givet ved h(§) = +/2y&. Det ses, at h er en bijektion mellem R og R,
h Klart er C(R) og h™'(a) = ¢/\25 er C1(R), og vi benytter ¢ : R — R givet

ved
1 2

P(z) = Ton B

€ k)
som er positiv, kontinuert og malelig. Sidst benyttedes EH eksempel 6.17 og
seetning 6.19. Nu er

[1e6wie = [l nielie <@ [ 1l < .



hvor vi benyttede EH szetning 6.19, thi 7,2) er begraenset af en konstant Q jf. CB
seetning 8.2. Heraf fplger, at @ € £1(R) og F(n* o) € L1(R).

Da n og g er integrable jf. hhv. antagelser og Q2.3, folger af CB satning
8.16, at nx o € L1(R), og da n € L1(R), samt da ¥y € L1(R) N C(R), folger
af samme overvejelser som ovenfor for ¢, at ¥y € Cy(R), hvorpa vi har jf. CB
setning 8.14, at n x 1y € Cp(R), og dermed n x 1y € L1(R) N Cy(R).

Altsd er alle forudsaetninger for at bruge CB satning 8.8* opfyldt, og vi
far da for z € R og y € (0, 00), at

« 1
ploy) = 5 | gy

1 ) N 1
_ %4¢WMW@%=%A%”&WﬁMM
.18 % A €7 F (% 1h0) (€, y)d€
= m*%xnwzﬂg@—aw%ww&

~E5E g de
— 2\/_ W(t)dt,
hvor vi henviser til CB undervejs. Altsd ses, at lgsningen ¢ til (1) kan opskrives
pa ovenstaende form.

Opgave 3

Lad h : R — R veere en bijektiv Borel-mélelig funktion, sa h™! : R — R er C'.
Antag tillige, at der findes en konstant C' € [0,1), s&

(AWl <C

for alle y € R.

Q3.1
Vi skal nu vise, at hvis f € £1(R,B,m), sd vil foh € £1(R,B,m) og

I ohllx < Cllflh-
Da f € £1(R,B,m), eksisterer || f||1 = [ |f|dm < cc.

Vi har, at [|f o hldm = [|(f x)|dm(x [1f(z)|dh(m)(z) med
EH seatning 10.8, idet |f] € MT (R, IB%) da fe M(]R B) (jf. FR s. 6) og da vi
benytter EH lemma 5.8 — og idet A : R — R er antaget malelig.

Da vi ved, at h er Borel-malelig, at h er en bijektion mellem R
og R og h=' € CY(R) pr. antagelse, fglger nu jf. EH sxtning 12.5, at
h(mg) = h(m) = g-m, hvor g(y) = |(h~')'(y)|, idet Lebesgue-malet pa R re-
stringeret til R, mg, er Lebesgue-malet m pa R selv.

h~1 er antaget C''(R), s& vi ved, at (h~!)’ er kontinuert pa R, hvormed (h~1)’
er malelig jf. EH lemma 4.8. Jf. EH definition 5.1 fas, at (h=1) € M(R,B),



hvorpa g = |(h™1)'| € Mt jf. EH lemma 5.2 og 5.8. Da vi endvidere har, at
|f| € MT(R,B), far vi jf. EH satning 11.7, at

[1£erian= [ If@ldg-m@) = [ 17@0 @l < [ 17@]cds,

jf. EH saetning 6.11, idet = — C er kontinuert, malelig og ikke-negativ. Vi har
nu med EH satning 6.19, at [|f o hldm < C [|f(z)|dz = C||f]1 < oo. Altsé
er fohe L1(R,B,m) (jf. FR s. 6) og ||f o hll1 <C|fll1-

Q3.2

Vi definerer nu rekursivt h°® = h o h°"~D og h°! = h. Tillige lades
f € L1(R,B, m) og funktionerne f,, defineres ved

fo=3"fonk.
k=1

Vi skal vise, at f, € £1(R,B,m) for alle n € N og at

Y Ifoh*Hh < oo

k=1

Vi viser, at foh®* € £1(R,B, m) for alle k € N ved induktion. Induktionsstarten
er opfyldt ved Q3.1, da f o h°l = foh € L1(R,B,m). Under antagelse af,
at h°* € £1(R,B,m), har vi, at f o h°®+t1) = fo (ho h°*) = f o (h° o h).
Da sammensatning af afbildninger er en associativ komposition, har vi,
at foh°®+t) = (foh*)oh. Da vi fandt i Q3.1, at go h € L1(R,B,m),
hvis ¢ € Li1(R,B,m), kan vi sette g := (f o h°¥), hvorpa vi far, at
Re+D) ¢ £ (R, B, m), og dermed, at f o h°F € L£1(R, B, m) for alle k € N.

Vi viser tillige, at [|f o h°*|dm < CF¥||f||; for alle k € N, hvor C var
konstanten fra de oprindelige antagelser, ved induktion. Induktionsstarten
folger af, at [ |f o h°Y|dm = [|f ohldm = | foh|1 < C||f||1, fra Q3.1. Under
antagelse af, at [ |f o h°F(z)|dz < C¥| f||1, har vi, at

/ | 0 h2 D) ()] dz = / ((f 0 h°*) o ha)|dz = / I(f o h°*) (&) [dh(m) ()

med EH sztning 10.8, idet |f o h°*| € MT(R,B) — da f o h°* var integrabel
(jf. FR s. 6) og da vi benytter EH lemma 5.8 — og idet h : R — R er antaget
malelig. Ved vores udregninger og overvejelser i Q3.1 fas med EH satning 6.11
og 6.19, at

[irentD@lae = [1f oM@ty @)da

¢ [Ifert@i < I,

IN

pr. induktionsantagelsen. Altsa er [|f o h°¥|dm < CF||f||1 < oo for alle k € N,
og dermed, at || f o h°¥||; < C¥||f||; for alle k € N.
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Lad n € N vaere givet. Da er

/|fn|dm:/ gfoh"k dm§/§|f0h°k|dm:]g/|foh°k|dm.

Det sidste lighedstegn folger af EH sztning 6.19, da f o h°F € £1(R, B, m) for
alle k € N, hvorpé den er mélelig (jf. FR. s. 6) og funktionen numerisk er M™ jf.
EH lemma 5.2 og 5.8. Ulighedstegnet fglger af trekantsuligheden og EH lemma
5.9, hvorpa Y"1 _, |f o h°¥| er M7, og da f o h°* er malelig for alle k € N, fglger
af EH lemma 5.3, 5.2 og 5.8 (i reekkefplge), at | >";_, f o h°¥| er M*. Da vi nu

har, at
[1dam <3 [ 15 0n¥ am < 3" ¥l < o,
k=1 k=1

har vi, at f, € £1(R,B,m) for alle n € N. Altsé eksisterer | f,|1 for alle n € N.

Endvidere har vi, da reekken > 72, CF||f|l1 er konvergent (idet C' € [0,1),
hvorpéa raekken er en konvergent geometrisk raekke, jf. Kalkulus ssetning 12.1.1),
far vi, at raekken > 7 | ||f o h°¥||1 ligeledes er konvergent jf. Kalkulus setning
12.2.6, thi || f o h°*||; < C¥||f|1 for alle k € N. Det ses desuden, at

oo o0 1
Sl ol < S CH = Il (25 —1) <.
k=1 k=1 1 C

Da funktionsrummet £ (R, B, m) er fuldstendigt jf. FR satning 1.19 og et reelt
vektorrum jf. FR seetning 1.6. £1(R,B,m) har seminormen || - |1, og jf. FR
seetning 1.17 er enhver raekke Y ;- | 2 med led fra £1(R,B,m), hvorom der
geelder, at > 72 | ||zk| < oo, konvergent i £1(R,B, m).

Betragt derfor felgen (f,)nen — denne er konvergent i £q(R,B,m), hvis
og kun hvis reekken Y07, f o h°k er konvergent. Men da vi jo fandt, at
Zle ||f o h°’“||1 < oo ovenfor, fglger af ovenstaende, at rakken 220:1 f o hok
er konvergent, og at (f,,)nen konvergerer mod en funktion g i £1 (R, B, m), hvor

9= ifoh"k-
k=1

Q3.3

I dette og folgende sporgsmal illustreres resultaterne fra Q3.1 og Q3.2 med et
eksempel. Vi definerer

F@) =Y (=)™ m ampo-m) ()

m=1

og fn(z) =Y 1_, f(2Fz) for z € R.
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o0

Vi skal vise, at f, f,, € L1(R,B,m) for alle n € N. Vi ser, at
S (1) L sy ()] de

[isiam =
=1
6.11 o
< / S (1) L g oy ()] da
m=1
= /Z 1[2711"2171_’_27”1](.73)(1.77
m=1

o0 o0
6.20 6.19 _
= E / 1[2m’gm+2—m] (SC)dZII = E m([?m, 2m + 2 m])

1

m=1

3
Il

I
NER

27 =1 < o0,

Il
=

m.

hvor vi bruger ved 6.20, at indikatorfunktioner er M (henvisningerne ovenfor
er til EH).

Ved ulighedstegnet (som faktisk er et lighedstegn), benyttes, at funk-
tionen x + (—1)™1ljam omio-m)(x) er malelig (jf. EH opgave 4.11(b)) og
dermed M for alle m € N. Vi har derfor jf. EH lemma 5.3, at z —
S 1 (=1)™1jgm gmo-mi(x) er M for alle n € N, hvorpa EH lemma 5.2 og
5.8 giver, at © > | > 1 (—=1)™1jgm omyo-m)(x)| er MT for alle n € N, og slut-
teligt fas, at z — | Y0~ (—=1)™1jgm omyo-m)(x)| er MT jf. EH seetning 5.12.

Vi far desuden ogsa jf. EH lemma 5.2, 58 og 5.9, at
z =y [(=1)™ljgm gmio-m)(x)] er MT for alle n € N, hvorpa EH
s@tning 5.12 giver, at z — Yo [(—1)™1jgm omo-m)(x)].

Selve uligheden skyldes, at vi har for n € N og x € R, jf. trekantsuligheden,
at

n

Z (— ].)ml [Qm, ,27"'4‘277"'] (SU)

m=1

NE

| (—1)m1[2my2m+2—m] (SU) |

3
£

K

< |(=1)™ Lz gm o-mi ()],

3
I

hvorpé vi ved at lade n — oo opnéar det gnskede. Altsa er f € £1(R,B,m), og
[l <1

Vi definerer nu hg : R — R ved ho(x) = 2z. Det er klart, at hg er kon-
tinuert og dermed Borel-maélelig jf. EH lemma 4.8. hg er ogsa bijektiv, med
invers funktion hy'(y) = 4y, hvorpa vi ser, at (hy')'(y) = & (eller <) for alle
y € R. Saetter vi Cy = %, er Cy € [0,1). Vi har dermed, at hg opfylder alt, hvad

h opfyldte pr. antagelser.
Vi definerer nu igen rekursivt hd" = ho o hS" Y og hgl = h. Vi viser
ved induktion, at h$¥(z) = 2*x for alle x € R: induktionsstarten er klar. Under

antagelse af, at h3¥(z) = 2¥z, findes, at

RS () = (ho o hS%)(x) = (he¥ o ho)(z) = 2°h(z) = 28+
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for x € R. Dermed har vi, hvad vi gnskede at vise.

Vi har nu, at fu(e) = S0, f24) = Y4, F(§5@) = Yh, f o hiH(a)
for alle x € R. Da er f, altsd netop pa formen som f, fra Q3.2, idet vi
netop har fundet, at f € £1(R,B,m). Vores viden fra Q3.2 giver os nu, at
fn € L1(R, B, m), og at (fn)nen konvergerer i £1(R,B, m). Pr. FR s. 10 ved vi
altsa, at der findes en funktion g € £1(R,B,m), sa

[fn—gllh =0

for n — oo. Denne graensefunktion g angives naturligvis stadig ved g = > -, fo
hgk.

Q3.4

Idet g angiver graensefunktionen fra Q3.3, skal vi vise, at ||g|l1 < 1. Bemaerk,
at vi kan opskrive seminormen saledes, idet vi jo fandt, at f,, konvergerede i
L1(R,B, m), hvorpa greensefunktionen g selv ma ligge i £1 (R, B, m).

Vi har, at

ol = [lgtam = [ |3 song|am " [ | ongt|am
k=1 k=1
2N [1ronitan=3" s ok
k=1 k=1

hvor vi ved henvisningen til EH satning 6.20 benyttede, at hi¥(z) = 2Fz er
kontinuert og dermed malelig jf. EH lemma 4.8, hvorpa EH lemma 4.5 giver, at
f o hg¥ er malelig, og | f o h3¥| er derpa M™ for alle k € N.

Ulighedstegnet ovenfor folger af, at funktionen f o hS* er malelig og dermed
M for alle m € N. Vi har derfor jf. EH lemma 5.3, at >_,_, f o h$* er M for
alle n € N, hvorpa EH lemma 5.2 og 5.8 giver, at | > ,_, f o hg¥| er M™ for alle
n € N, og slutteligt fas, at | > ro, f o he¥| er M™T jf. EH satning 5.12. Vi far
desuden jf. EH lemma 5.2, 5.8 og 5.9, at >_,_, | f o h§¥| er M* for alle n € N,
vi far fra EH seetning 5.12, at > 5, |f o h¥| er M.

Ulighedstegnet fglger af EH saetning 6.11 grundet trekantsuligheden, idet
IS r_ FohSk| < S0  [fohSk| <3702, |f o h&¥|, hvorpa vi lader n — .

1 )

Idet vi jo havde, at hg opfyldte antagelserne for h, og da f € L1(R,B,m), far
vi pr. resultaterne i Q3.2, at || f o hg¥||1 < || f||1CE for alle k € N, og

> . 1 - 1
||g||1g;||f||lco—||f||1(1_co—1 i (1) <

2

idet (hg')'(y) < Co = 1 for alle y € R, hvorpé reekken efter forste ulighedstegn
er konvergent. Sidste ulighedstegn indses gennem Q3.3; vi fandt, at || f|| < 1.
Derpé er |lg|| < 1.

Det skal vises, at f,, konvergerer punktvis mod ¢ for m-naesten alle z € R, og
afggres, om den konvergerer punktvis for alle z € R.
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Det forste folger af bemaerkningen FR s. 17; reekken S50, f o hg¥ med
led fra £1(R,B,m) (hvilket blev vist generelt i Q3.2), som opfylder, at
Sooe i IIf o h&¥|l1 < 1 < oo, konvergerer punktvis for m-nzsten alle z € R, og
dette netop mod graensefunktionen i £4(R,B, m), som jo var g.

Den konvergerer dog ikke for alle x € R. Betragt nemlig tilfeeldet x = 1;
da er

n

Fo0) =S FE@) = 30 S (—1) L g (26),

k=1 k=1m=1

og det eneste led i den inderste rakke, for hvilket indikatorfunktionen ikke er
lig 0, er netop det for m = k, thi [2™,2™ +27™]N[2" 2" 4+ 27"] = ) for m # n,
m,n € N, hvorpa vi far, at

n n.

Fa(D) =D (1) F 1 gy (25) = Y (- 1DF,

k=1 k=1

og vi ser med divergenskriteriet Kalkulus satning 12.1.4, at f,, ikke konvergerer
for x = 1, thi graenseveerdien for (—1)* for k — oo ikke eksisterer.



