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Problem 6.2

Vi de�nerer n'te-koe�cient-funktionalet på rummet P af polynomier med ko-

e�cienter i C på [0, 1] til at være funktionalet Cn givet ved Cn(p) = an, hvor
p(t) =

∑m
j=0 ajt

j , t ∈ [0, 1]. Det er underforstået, at Cn(p) = 0, hvis m < n.

Lader vi fx f1(x) = x4 + 2x3 + 8x, er C3(f1) = 2 og C5(f1) = 0.
Cn er klart lineær. Den n'te koe�cient for polynomiet µp+λq er selvfølgelig

µCn(p) + λCn(q).
For n = 0 vil Cn(f) = f(0) for alle f ∈P. Da

|C0(f)− C0(g)| = |f(0)− g(0)| = |(f − g)(0)| ≤ ‖f − g‖∞

for f, g ∈P, er C0 kontinuert med hensyn til ‖ · ‖∞. For n ∈ N vil gælde noget

andet:

Cn er diskontinuert med hensyn til ‖ · ‖∞ for n ∈ N.

Bevis. Lad n ∈ N være givet, og lad k > n, k ∈ N. Lad nu pk : [0, 1]→ C være

givet ved pk(t) = (1−t)k/(kn); for alle k ∈ N er pk ∈P. Nu vil

‖pk‖∞ = sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣ (1− t)k(
k
n

) ∣∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]

1(
k
n

) =
1(
k
n

) → 0,

når vi lader k →∞. Lader vi p = 0, ses at p ∈P, og med ovenstående vil gælde,

at pk → p i P med den uniforme norm. Vi har nu, at pk ved binomialformlen

kan opskrives

pk(t) =

∑k
j=0

(
k
j

)
(−t)j1k−j(
k
n

) =

k∑
j=0

(
k
j

)
(−1)j(
k
n

) tj ,

hvormed

Cn(pk) =

(
k
n

)
(−1)n(
k
n

) = (−1)n.

Hvis Cn er kontinuert, er Cn også følgekontinuert; dvs. hvis en funktionsfølge

i P, (fk), konvergerer imod en funktion f ∈ P for k → ∞, vil gælde, at

Cn(fk)→ Cn(f) for k →∞ i C. Imidlertid har vi blot for k →∞, at

Cn(pk) = (−1)n → (−1)n 6= 0 = Cn(p).

Altså er Cn ikke følgekontinuert, og dermed ikke kontinuert.


