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Betragt maengden
A={(z,y) eR*|2* +¢* <1, = <y}.

Er A aben? Er A afsluttet? Er A en Borel-maengde? [Vink: Prov at skriv A som en tellelig forening
af afsluttede meengder.]

A er for det forste ikke aben. Vi har, at (0,1) € A, men (0, 1) er ikke et indre punkt for A: Hvis r > 0
er vilkarlig, har vi nemlig, at (0,14 %) € K((0,1),r), men da

2 r 2 2 _
0 +(1+2) S12-1,
vil (0,1+ %) ¢ A, saledes at K((0,1),r) € A for alle r > 0.

A er heller ikke afsluttet. Seetter vi x,, = (0, %) for alle n € N, har vi at x,, € A. Da z,, — (0,0), vil
(0,0) € A. Tmidlertid vil (0,0) ¢ A, sa A # A.
A er dog en Borel-mangde. Dette er der forskellige mader at vise pa: fx kan vi indse, at

A={(z,y) eR?*|2* + > <1} {(z,9) e R*|z <y},

hvor den forste maengde er afsluttet (den er urbilledet af den afsluttede maengde (—oo, 1] C R under
den kontinuerte funktion (z,y) — 22 + %?) og den anden mzngde er aben (den er urbilledet af
den abne mengde (—00,0) C R under den kontinuerte funktion (z,y) — x — y). Da bade abne og
afsluttede meengder er Borel-maengder og teellelige snit af Borel-maengder ogsa er Borel-maengder (se
Example 3.2 (iii)), folger, at A selv er en Borel-mangde.

Man kan ogsa indse, at

ATDI {(z,y) € R?

Pa samme méade som ovenfor kan ses, at hver

1
? +y? <1, z+§y}
n

1
A, ::{(x,y)€R2|x2+y2§1, :c-l—;ﬁy}

er afsluttet og dermed en Borel-meengde, idet den er et snit af to urbilleder af afsluttede maengder
under kontinuerte funktioner, saledes at A er afsluttet. Lad os derfor vise, at ovenstaende lighed
faktisk geelder.

Hvis a = (z,y) € A, vil 22 + 942 < logx < y. Day —x > 0, findes n € N séledes at n > yix Gt.

Arkimedes’ princip), hvormed y — x > % og x + % < y. Vi har derfor, at
2 2 1
z+y"<logz+— <y,
n
sdae A, CU,—, An.

Hvis omvendt a = (z,y) € U, A, findesdern € Nsda € A,. Altsavilz?+y? < logy > a+1 > z,
hvormed a = (z,y) € A..
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Lad O betegne familien af alle abne delmaengder af R, og betragt familierne

n=1

O, =0U{U°|U €0}, Ouf = {UUn

Un eoc}a OCUC:OCUU{UC|U€OCU}.

Bemerk fgrst, at O C O, at O,y € Oepe, 0g at hvis U € O, vil vi have U = UZOZI U, € Oy, hvor
U,=Ue€Q0O,. Altsa vil O, C O, .

(i)

Vis, at O, bestar af alle delmzengder af R som enten er abne eller afsluttede.

O er familien af alle abne delmaengder af R. Enhver afsluttet delmaengder af R er komplementet af
en aben delmaengde af R, sa disse udger {U¢|U € O}. Dermed folger det gnskede.

(ii)

Vis, at alle intervaller ligger i O, (ogsa de halvabne intervaller af formen (a,b] eller [a,b)).

Intervallerne pa formen (a, b), (a,00) og (—o0,b) er alle abne og ligger dermed i O C O.,, og interval-
lerne pa formen [a, b], [a, 00) og (—o0, b] er alle afsluttede og ligger dermed i O, C O, jf. (i). Tilbage
er kun at tjekke for de halvabne intervaller. Hvis a,b € R og a < b, er

a 1
b] = —,b|.
(a,b] nL:J1 {a+ - ]
(Hvis a + % > b, er intervallet tomt, hvilket er OK!) Lad os tjekke, at ligheden geelder. Hvis a2 €
Unla+ %,b]7 findesn e Nsa x € [a+ %,b]. Dermed vil a < a—l—% < x < b, hvormed z € (a, b]. Hvis

omvendt z € (a,b], vil a < z. Der findes da n € N, saledes at n > ﬁ, hvormed z — a > 71“ sa vi har

a+— <z <b.

3=

Altsé vil € [a+ 1,0 € ;2 [a + L,b]. Foreningen tages over afsluttede delmengder af R (som er
elementer i O, jf. (i)), hvormed (a,b] € O.,. Pa samme made vises, at

)=U Jas-1] co.

n=1
(iii)
Vis, at alle teellelige delmzengder af R tilhgrer O,,.

Lad A = {ay,as,...} vere en teellelig delmaengde af R. Da vil {a,} veere en afsluttet delmaengde af
R for alle n € N, saledes at {a,} € O, for alle n € N. Dermed vil

A= U {an} € Oy,
n=1
jf. definitionen pa O.,.
(iv)
Vis, at meengden af irrationale tal tilhgrer Oy ..

Q er en teellelig delmeengde af R, s& Q € O, jf. (iii). Dermed vil R\ Q = Q° € O, jf. definitionen
pé‘ OCUC‘



)

Vis, at meengden af irrationale tal ikke tilhgrer O, .

Vi benytter til dette folgende konsekvens af Baires ssetning: Hvis Uy, Us, Us, ... er en fglge af abne
teette delmaengder af R, si er ()o—, U, overtellelig.

n=1

Hvis der gjaldt, at R\ Q € O, ville R\ Q = |J,—, 4,, for meengder A, € O.. R\ Q har ingen
indre punkter, da vi for ethvert irrationalt tal kan finde et rationalt tal, der ligger vilkarligt teet pa
det (dvs. ingen kugle i R om et irrationalt tal kan veere helt indeholdt i R \ Q). Derfor kan ingen af
A, ’erne veere abne, thi ellers ville R\ Q indeholde en aben delmeengde af R og dermed have et indre
punkt.

Da ingen af A,,’erne er abne, har vi altsa jf. (i), at hver A,, er afsluttet. Dermed vil

= R\Q) = (G An> = ﬁAZQAZ

n=1
for alle n € N. Da Q C A§ CR, vil
R=QC A; CR=R,

hvormed A¢ = R. Altsd er AS aben og teet i R for hvert n € N. Jf. konsekvensen af Baires saetning
vilQ = ﬂoo AS veere overteellelig, i modstrid med at vi ved at Q er teellelig. Altsa kan ikke geelde,
at R\ Qe ch

(vi)
Kan du finde pa en delmaengde af R, som ikke ligger i Oy ?

Prov selv: det er overraskende sveert (sagar sindssygt sveert). En fugl sang engang for leenge siden
om, at

A={aeQla<0}U{beR\Q|b>0} ¢ Ocpe.
Lad os prgve at vise hvad fuglen sang om. A bestar altsa af alle ikke-positive rationale tal og alle
positive irrationale tal. Antag for modstrid, at A € O.,.. Der kan da enten galde, at A = U eller
A=Uc°for U € O . Antag det forste. Da findes (U,),>1 € O, sa

NG
n=1

Vi kan antage, at alle U, ’erne er ikke-tomme. Antag, at U,, var aben for et n € N. Tag et x € U,
og lad K(z,r) C U, C A vare en aben kugle om z. Hvis z < 0, findes y € R\ Q med y < 0 sa
ly — x| < r, hvormed y ¢ A men y € K(z,r) C A (modstrid); hvis z > 0, findes y € Q med y > 0 sa
ly — x| < r, hvilket ogsa giver modstrid. Altsa ma alle U, veere afsluttede jf. (i).

Definér nu V,, = U, N [1,00); da vil V,, vaere afsluttet for alle n. Bemeerk, at

G DUﬂloo =[1,00)NA={beR\Q|b>1}.

Defineres f: R — R ved f(z) = 2—z, er f kontinuert, sa f~1(V, ) er afsluttet for alle n € N. Bemaerk,
at f er bijektiv med f~! = f. Deﬁner slutteligt W,, = V,, U f~1(V,,) = V,, U f(V,,) for n € N; da er
W, ogsa afsluttet. Derfor vil

O | W= (G vn>u U Fv) = (fj w)w(@ vn>

={beR\Q|b>1}U{2-b|beR\Q, b>1}
={beR\QIb>1}U{beR\Q|b< 1} =R\Q.

Dermed indeholder O, de irrationale tal. Modstrid! Et tilsvarende argument kan bruges hvis A = U*®
for et U € O.4; da benytter vi blot intervallet (—oo,1] i stedet for [1,00).
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Vis at de to maengder
b 1 a 4
U{n,n—!—nQ}, U[n,n—i-nz}
n=1 n=1

er Borel-maengder. Bestem Lebesgue-malet af begge meengder.

Alle afsluttede delmeengder af R er Borel-maengder (da abne meengder er Borel-meengder, vil deres
komplementer ogsa veere det), og jf. definitionen pa en o-algebra folger, at tellelige foreninger af
Borel-mengder er Borel-mangder. Altsa folger det forste udsagn.

Vi tager nu et lille afbraek for at vise noget ekstremt vigtigt, som Lebesgue-malet opfylder:
Szetning 1. For alle z € R* gelder, at {x} er en Borel-mangde, og at
M ({z}) =o.
Bevis. {x} er afsluttet og dermed en Borel-mangde. Beviset for Theorem 4.4 giver, at (iii’) geelder
for alle mal. Skriv z = (z1,...,z;) € R¥. Da vil
1 1
A, = {xl,xl + n) X {xbmk + ) € B(Rk)
vaere en Borel-mangde. Da vi har, at A, C A, for m < n, er folgen (A,) aftagende. Endvidere er
Moy An = {x}, sa jf. (iii") vil
1
k — k = lim =---= = lim — =
Mol = I ) = o o S = =0
som gnsket. O
Korollar 2. For alle a,b € R gelder, at
A((a, b)) = A((a,b]) = A([a, b)) = A([a, b]).

Bewis. Vi har fx
A(la,0]) = A([a, b)) + A({b}) = A([a, ]))

ved Proposition 4.3. Geor noget tilsvarende for de andre intervaller ud fra A([a, ]). O

Bemeaerk forst, at [n,n + 5] og [m,m + 3] er disjunkte for m > n > 3: hvis « € R var indeholdt i
begge to, ville

1 1
m§x§n+—2§n+7<n—|—1§m,
n 9

en tydelig modstrid. Intervallerne [n,n + 2] og [m, m 4+ -] er ikke disjunkte, hvis n =1 og m = 2.
Slar vi dem sammen, far vi, at

ngl {n n+ } = [1,2+i] UQ?’ {n,n+nl2].

disjunkt forening

Begge maengder er disjunkte: hvis 2 14 i begge, ville findes n > 3sa 3 <n <z <2+ 1 1, en klar
modstrid. Hgjresiden er da en disjunkt forening af Borel-delmeengder af R, hvormed

A(Q[W;D:A([l,ﬂﬂ)ﬂ(g{n,m;})
=14= +Z:<[n n+ 1])
+;n12
_irj_g



Mht. den anden maengde Uzozl[n, n—+ %} har vi lidt stgrre problemer, men de er i samme boldgade

som ovenfor. Lad os definere A,, = [n,n + -%] og undersgge dem:

4 1 4
A1:[175]7 A2:[2?3]7 A3:|:3a3+9:|7 A4:|:474+4:|7 A5:|:5a5+25:|7

Altsa vil

4
A1UA2UA3UA4UA5:A1UA5: |:175_|_25:| .

4
m2

For n > 6 er der ikke noget problem. For m > n > 6 vil [n,n + 5] og [m,m +
disjunkte: hvis z € R var indeholdt i begge to, ville

| nemlig veere

4 4
m<zx<n+—<n+—<n+1<m,
n? 36

en tydelig modstrid. Altsa har vi, at

o 4 4 o 4
Qo] -foe 2o Gl

n=6
—_———

disjunkt forening

Ovenstaende to maengder pa hgjresiden er disjunkte, da der ikke findes z san < ax <5+ % for noget

n > 6. Altsa vil
(Ofrs &) -+ (o ) (e 2]

n=1 n=6

144 144 144 144
4 24m? — 61 247% — 61
44 36
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Vis, at A(U) > 0 for enhver aben ikke-tom delmaengde U af R. Vis, at ogsa A¥(U) > 0 for enhver
aben ikke-tom delmaengde U af RF. (Som szedvanligt angiver A Lebesgue-malet pa R og A\¥ angiver
Lebesgue-malet pa R”.)

Vi ngjes med at vise den anden pastand, da den medfgrer den forste. Lad U C RF veere aben og
ikke-tom. Da findes der et a = (a1, ...,a;) € U, som dermed er et indre punkt, og derfor findes r > 0
sa

K(a,r)={z eR*|||lz —a|| <r} CU
Grundet monotoni for mal (Proposition 4.3 (ii)) er det nok at vise, at A*(K(a,r)) > 0. Definer nu
" >0 ved

Vi pastar nu, at

A= la,a; + 1) X [ag,az +1') X -+ X [ag,ar +1") C K(a,r).



Lad z = (z1,...,2x) € A. Davil a; € [a;,a; +1'), hvormed a; < z; < a; — 1’ 0g 0 < z; — a; < 7’ for
i=1,...,k. Dermed vil

k 2

o —all? = 3 (o~ a0)? < i () =g; — 2

i=1
hvormed |z — al| < r. Altsa har vi jf. monotoni, at

k k
AU) > MK (a,r)) > MNA) = H((ai +7')—a;) = Hr' = (r)* >0,

i=1 i=1

som gnsket.

3.2
Vis fglgende pastande fra Example 3.3:

(iv)
{0, B, X} er ikke en o-algebra, medmindre B = () eller B = X.
Vi viser, at A = {0, B, X} er en o-algebra hvis og kun hvis B = ) eller B = X. Hvis B = { eller

B=X,er A= {0, X} veere en o-algebra (jf. Example 3.3 (ii)). Hvis A er en o-algebra, vil B¢ € A,
hvormed enten B¢ = (J (i hvilket tilfeelde B = X) eller B¢ = X (i hvilket fald B = (}), idet B® # B.

(vi)
(Spor-o-algebraer.) Lad E C X veere en delmeengde og lad A veere en o-algebra pa X. Da vil
Ap:=EnNA={EnNA|Aec A}
vaere en o-algebra pa F.
DaX e Aog E=ENX € Ag, folger (X1). For ethvert B € Ag findes A € Asa B=FENA. Da
A€ € A og komplementet £\ B af B i FE er lig
E\B=FE\(ENA)=(E\E)U(E\A)=ENA°ec Ag

jf. Opgave 2.1 (iv), folger (X5). Slutteligt lader vi (B;);en veere en familie af meengder i Ag. Skriver
vi B; = EN A; for meengder A; € A, har vi, at

UBi=UJEn4)=En|J4,] € Ae,

jJEN JEN JEN

idet UjeN A; € A, da A er en o-algebra. Dermed folger (X3), sa Ag er en o-algebra pa E.

(vii)
(Urbillede-c-algebraer.) Lad f: X — X’ veere en afbildning, og lad A’ veere en o-algebra pa X’'. Da
vil
A= fUAY = (A | A € A)
veaere en o-algebra pa X.
Idet X = f~31(X') € A, da X' € A', fglger (X). Lades A € A, findes A’ € A’ sa A= f~1(A). Davil
AP=X\A=fHX)\fHA) =X \A)e A

jf. Opgave 2.4 (ii), idet X \ A" € A". Derfor geelder (33). Slutteligt lades (A;) en veere en familie af
maengder i A. For hvert j € N vaelges A € A’ sa Aj = f~1(A)); da vil

Ua=Usr'@=r"{UJ4]cA

jEN jEN jEN

ogsa jf. Opgave 2.4 (ii) samt faktum at UjeN A% e A’ Altsa geelder (X3), sa A er en o-algebra pa X.



3.3
Vis pastandene i Remark 3.5.

(1)
Hvis G er en o-algebra, er G = o(G).

Vi har, at o-algebraen o(G) er givet ved

a9 = (1 4
A o-algebra
GCA

og dermed trivielt G C o(G) (dette geelder for alle maengder). Vi har jf. ovenstaende, at hvis A er en
o-algebra, der indeholder G, vil 0(G) C A. Da G er en o-algebra og G C G, vil derfor gaelde o(G) C G.

(ii)
Hvis A C X, vil o({A}) = {0, A, A, X }.
Seet forst G = {0, A, A°, X}. Da o({A}) er en o-algebra, vil X, 0 € o({A}) jf. (X1) i Definition 3.1

og Properties 3.2. Endvidere vil A € {A} C o(A), hvormed A° € o({A}) jf. (£2). Altsa har vi, at
o({A}) 26.

Kan vi vise, at G er en o-algebra, er vi feerdige: da {A} C G, vil 0({A}) C G. (1) og (X2) er klart
opfyldte i Definition 3.1. Hvis (A,,)n>1 er en familie af meengder fra G, har vi folgende muligheder:

1. Mindst en A,, er lig X: davil|J,—, 4, = X € G.
2. Ingen A, er lig X:

(a) Hvis mindst en A, er lig A og mindst en anden A, er lig A, vil |J,~, A, = X € G.

(b) Hvis mindst en A, er lig A, og ingen A, er lig A¢, vil A, ’erne vaere enten A eller ), sa
U, 4, =A€g.

(c¢) Hvis mindst en A, er lig A°, og ingen A, er lig A, vil A,’erne veere enten A° eller (), sa

U, A4, =A°€g.

n=1

(d) Hvis ingen af A,,’erne er lig A eller A¢, vil A, =0 for allen, sa | J7—; A, =0 €g.
Altsa er alle muligheder udtgmt, og G er en o-algebra.

(iii)
Hvis F C G C A og A er en o-algebra, vil

Sidste lighedstegn viste vi i (i). Da o(G) er en o-algebra og F C G C 0(G), er 0(G) en o-algebra
der indeholder F. Pr. definition pa o(F) vil derfor geelde, at o(F) C o(G), idet o(F) er den mindste
o-algebra, der indeholder F. Dette viser ogsa den sidste inklusion.

3.4
Lad X = [0, 1]. Find o-algebraen frembragt af meengderne

Vi viste i 3.3(ii), at den frembragte o-algebra her er

A =A{0, (0,5), {0} U [3.1], [0,1]}.



(ii)
[0,3), (3, 1]-

o-algebraen er givet ved

Az = {0, [0, 1), ($.10, [3, 10, (0,3, [0, U], [3.3] L0
——
meengderne selv komplementer forening dens komplement

Hvorfor? Det er sveert at give et argument uden at blive sindssyg af at tjekke meengderne igennem,
sé det dropper vi.!

(iii)
[Oa %]7 [%a ]-]

Den frembragte o-algebra Aj er lig As. Forst og fremmest er bade [0, 2] og [, 1] indeholdt i Ay, sa
A3 C Ay Da[0,1) =[5,1]° € A3 og (2,1] = [0, 3]° € A3, folger, at Ay C As.

3.7

Find et eksempel (fx i R), der viser, at (o U; ikke behgver at veere aben, selvom hvis alle Ujer er
abne.

Definer U; = (—2, 1) for alle j € N. Da er alle U, ’er 4bne, men

() U; = {0},

JjeN

som ikke er aben.

3.8
Vis hver pastand fra Remark 3.9.

Det er nok at vise pastandene for rationale endepunkter jf. Opgave 3.3 (iii) (hvorfor?). Vi ved endvi-
dere, at Borel-algebraen B = B(R) er frembragt af maengdesystemerne

{la,b)]|a,b € Q}, {la,b)]|ae€R}, {(a,b)|a,beQ}, {(a,b)|a,beR}, O

jf. Theorem 3.8, hvor O er systemet af abne delmaengder af R.

Vi viser forst, at o({(—00,a)|a € Q}) = B. Vi har da, at (—oo0,a) € O C B for alle a € Q, sa
oc({(—o0,a)|a € Q}) C B. Hvis a,b € Q og a < b, vil

[a,b) = (=00,b) \ (=00, a) = (=00,b) N (—00,a)® € o({(—00,a)|a € Q})
idet o-algebraer er stabile under komplementer og teellelige snit. Dermed vil
B=o({[a;b)[a,b€Q}) Co({(-00,a)|acQ})
jf. Theorem 3.8 og Opgave 3.3 (iii). Altsa folger, at o({(—o0,a)|a € Q}) = B.
Lad os vise en enkelt mere: vi tager o({(c,00)|c € Q}) = B. For alle ¢ € Q er (¢, c0) aben, (c,00) €

O C B for alle ¢ € Q. Altsa vil o({[c,00) |¢ € Q}) C B. Omvendt vil der for a,b € Q med a < b
geelde, at

(a,b) = (a,00) \ [b,0) = (a,00) \ <U(b i,OO)> € o({(c;00)[c€@}),

Vi kan sige, at [0, i), [i,% , (%, 1] er en disjunkt opdeling af [0,1]. Der er 23 méader at forene disse pa, altsa 8
delmzengder i alt.



idet o-algebraer er stabile under komplementer, tellelige snit og teellelige foreninger (bemaerk, at alle
endepunkter er rationale!). Altsa vil hvormed

B =o({(a,b)|a,b € Q}) Co({(c;00)|c € Q})
jf. Theorem 3.8 og Opgave 3.3 (iii), hvormed vi igen har lighed.

Tilsvarende metoder kan bruges til at vise de andre pastande.

3.9

Lad B, (z) betegne den abne kugle i R™ med centrum x og radius r (altsa B,(x) = K(x,r)). Vis, at
Borel-mangderne B(R™) er frembragt af familien af abne kugler

B:={B.(z)|z € R", r > 0}.
Gelder det stadig for B’ := {B,(x) |z € Q", r € Q*}7?

Bemeerk forst, at B’ C B C B = B(R™); den fgrste inklusion er klar, og den anden fglger, da hver aben
kugle er en aben delmaengde af R™, hvormed B C O™ C B. Hvis vi kan vise, at o(B') = B, fglger, at
B=0c(B) Co(B)C B jf. Opgave 3.3 (iii), hvormed opgaven er lgst. Lad os preve det!

Vi har klart, at B’ C B medfgrer o(B’) C B, idet B er en o-algebra. Det er nok at vise, at O™ C o(B'),
thi da vil B = o(O™) C o(B’). Lad derfor U C R" vaere en aben delmeengde. Lad nu

altsa: V er foreningen af alle abne kugler pa formen i B’, som er indeholdt i U. Vi pastar, at V er
lig U. Da hver W € B’ med W C U er indeholdt i U (duh), folger at foreningen V af disse ogsa er
indeholdt i U, altsa V C U.

Lad derfor z = (z1,...,2,) € U. Vi vil vise, at der findes Bys(q) € B’ med s € QF, ¢ € Q" og
Bs(q) CU,sax € Bs(q); davilx € W for et W € B’ med W C U, hvormed z € V.

Da U er aben, findes en kugle B,.(z) C U for r > 0. Lad s € Q" saledes at 0 < s < §. For hvert

S

i =1,...,n veelges ¢; € Q saledes, at |r; — ¢;| < 7 (de rationale tal Q ligger teet i R), og sat
q=(q1;---,qn)- Davil

n n
s
|z —ql < El\xz'*qz'|< Elﬁ:&
1= 1=

Altsa vil « € B,(q). For y € B,(q) vil endvidere galde, at
ly =zl <lly—all +llg—= <s+s<m

hvormed y € B,.(x) C U. Altsa vil Bs(q) C U, og pastanden er vist.

Vi har nu skrevet

v=J w
WeB’
wcu
B’ er teellelig: vi har nemlig en bijektion B’ — Q" x QT givet ved Bs(q) — (g,s). Da #Q" = #N
og #QT = #N jf. Opgave 2.9 fra Uge 1, samt Example 2.5, vil #(Q" x Q) = #(N x N) = #N jf.
Example 2.5. Altsa er ovenstaende forening en tellelig forening, hvormed U € o(B'), idet o-algebraer
er stabile under teellelige foreninger. Altsa vil O™ C o(B'), og vi er feerdige.

Det ville dog veere mest elegant, hvis vi direkte kunne nummerere alle W € B’ med W C U, saledes
at vi kunne skrive {W € B'|W C U} = {W;, W, ...} og dermed have U = (J,,cy Wh, sdledes at vi
kunne bruge aksiomet (X3) fra definitionen pa en o-algebra direkte og dermed undgéa bare at sige
“teellelig forening”. Her er et argument for hvorfor det kan lade sig ggre i ovenstaende tilfaelde:



Seetning 3. Lad X wvere en ikke-tom mangde med #X = #N og lad D C X wvere en ikke-tom
delmengde. Da findes en surjektion N — D.

Bevis. Lad f: N — X vere en bijektion og lad x € D veere fast. Definér h: N — D ved

[ f(n) hvis f(n) e D
hin) = { ¢ hvis f(n) & D.

h er da veldefineret, da alle de mulige funktionsveerdier kun vil ligge i D. Hvis y € D, vil specielt
geelde, at y € X, s der findesn € Nsa f(n) =y. Davil f(n) =y € D, sa h(n) = f(n) =y, hvormed
h er surjektiv. (Her brugte vi faktisk kun, at der fandtes en surjektion N — X.) O

Da {W € B’ |W C U} er ikke-tom, findes jf. ovenstaende en surjektiv afbildning
FiINS {WeB |WCUY

Seettes W, = f(n) € B for n € N, vil

U= |J w=JW.eco®).

WeB’ neN
WCU

Overbevis dig selv om hvorfor andet lighedstegn geelder (brug inklusioner!).

4.2

Tjek, at funktionerne i Example 4.8 er mal efter Definition 4.1.

Vi ngjes med (i) og (ii) her.

(i)
Lad (X,.A) veere et maleligt rum og lad © € X veere et punkt. Vi definerer Dirac-malet i = eller
punktmassen i x som vaerende d§,: A — {0,1} givet ved

1 hvisze A
69”(14)_{ 0 hvisz ¢ A

for A € A.

Forst og fremmest er A en o-algebra pr. antagelse, sa vi mangler bare at tjekke (M;) og (Msz). Da
x ¢ 0, ma 6,(0) = 0, hvormed (M;) geelder. Hvis (A;),cn er en familie af parvist disjunkte meengder
i A, er der to muligheder:

1. Hvis € U,y 4, findes der ét n € N, sa = € A, (ikke flere, da A, erne er disjunkte). Dermed
vil 05(A,) = 1, imens 6, (4;) = 0 for alle j € N med j # n. Da x € [,y 4;, har vi dermed

G | A | =1=)06.(4;).
JjEN JEN

2. Hvisz ¢ J, .y 4, vil z ¢ A, og dermed 6,(A;) =0 for alle j € N. Altsa vil

jEN

G| JA | =0=)06.(4;).

jEN jEN

Altsa er (M) ogsa opfyldt. Dette viser, at d,, er et mal pa (X, A).
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(ii)
Lad (R, A) med A ={A CR|A eller A° er teellelig}. Vi definerer v: A — {0,1} ved

/0 hvis A er tellelig
v(4) = { 1 hvis A¢ er tallelig

for A e A.

At A er en o-algebra er vist i Example 3.3 (v). Da ) er teellelig, vil v(0) = 0, sa (M;) er opfyldt. Lad
nu (A4;);en veere en familie af parvist disjunkte meengder i A. Da har vi to muligheder:

1. Hvis alle A;’er er teellelige, er ogsa J;oy 4; teellelig jf. Theorem 2.6. Derfor vil y(U,cy 45) = 0.
Da hver A; er teellelig, vil v(A;) = 0 for alle j € N og dermed vil

v U4 =0=2 4

jEN jeN

2. Der findes et n € N sa A,, ikke er tzllelig. Da A,, € A, ma A¢ vaere teellelig; idet
U4 | =(45c4
JEN JEN

ma (e 45)¢ veere teellelig, sa (U 4;) = 1. Hvis der fandtes et m # n, m € N, sa A,, ikke
var teellelig, ville (A,, N A,)¢ = AS, U AS veere teellelig (da A%, ogsa ville veere tallelig). Dermed
er A, NA, overtellelig (hvis den ikke var, ville R = (4,,NA4,)U(A,,NA4,)° veere teellelig), men
dermed ma snittet veere ikke-tomt — modstrid! Altsa vil A; veere teellelig og dermed y(A4;) =0
for alle j # n, hvormed vi har

JjEN JEN
Altsa er (M) ogsa opfyldt. Dette viser, at v er et mal pa (R, .A).

4.6
Lad (X,.A) veere et maleligt rum.

(i)
Lad u, v veere to mal pa (X,.A). Vis, at for alle a,b > 0 er funktionen p(A) := au(A)+bv(A), A € A,
igen et mal pa (X, A).

Forst og fremmest vil p(A) € [0, 0] for alle A € A. Da u(0) = v(0) = 0, vil p(0) = 0, hvormed (M)
er opfyldt for p. Er (A4;);en en familie af parvist disjunkte meaengder i A, har vi, at

p UAj =apu UAj + by UA]-

JEN jeN jeN
—ay u(A)+bY v(4)
JEN jEN
= > (an(4y) + bu(Ay)
jEN
=3 p(4)).
JEN

Ovenstaende geelder i hvert fald, hvis raekkerne er konvergente. Hvis fx 3,y p1(4;) = oo, er det ikke
svaert at se, at bade venstre- og hgjreside ogsa ma veere lig co, ved at bruge at p(A) > p(A) for alle

Aec A
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(ii)
Lad i1, pia, . . . veere teelleligt mange mal pa (X, A) og lad (a;);en veere en folge af positive tal. Vis
at u(A) = Z;}L a;p;(A) igen er et mal.

Vi viser forst to lemmaer:

Lemma 4. Lad (B;)i jen vere en familie af punkter i [0, 00]. Da gelder
sup sup 3;; = supsup f;;.
ieN jeN jeN ieN

Bevis. Lad os forst antage, at sup;cy sup;ey fij < oo. For faste i, j € N vil

Bij < sup Bi; < supsup Bij.
ieN JEN ieN

Hgjresiden er uatheengig af i og j. Lad i € N veere fast. Da er sup;cysup,cy Bij et overtal i R for
Bij’erne for alle j, sa

sup 5ij < supsup Bzg
jeN jEN ieN

Hgjresiden er uaftheengig af i. Da er sup;cysup;cy Bij et overtal i R for sup,cy ;5 for alle ¢, sa

supsup B;; < supsup fi;.
ieN jeN jeN ieN

Den modsatte ulighed vises pa samme made.

Bemeerk, at dette viser, at hvis det eneste supremum er < oo, sa ma det andet ogsa veere det.
Omformuleret: hvis en er lig oo, er den anden det ogsa. O

Lemma 5. Lad (8;)ien vere en familie af punkter i [0, 00]. Da vil

sup Y 6 = lim » 5.
=1

neN i—1

Bevis. Definér a,, = Y., 3; for alle n € N. Antag forst, at sup,cy @, < oo. Da vil (a,) veere en
monotont voksende begraenset fglge i R; den konvergerer faktisk imod supremum (se Kalkulus, kapitel
4), sa ovenstaende lighed geelder. Hvis sup,,cy o, = 00 geelder enten, at der findes ¢ sa 5, = oo eller
at a,, € R for alle n; i begge tilfzelde har vi lim,, . Z?:l B; = oo. O

Vi er nu klar. Forst og fremmest er a; > 0 for alle j € N, og p; afbilder ind i [0, 0], sa 3772 aijpu(A) €
[0,00] for alle A € A, ergo er p veldefineret. Vi tjekker nu aksiomerne:

Da pu(0) = 3252, aju;(0) = 3252, 0 = 0, folger (M)
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Lad (4;)ien veere en familie af parvist disjunkte meengder i A. Da vil

%U&) S (UA)

m

o S i 350

8

= sup n}l_I}Iloo Z Z o (A

i=1 j=1

= sup sup Z ZO‘J”J

nENmGNZ 1] 1

= sup supz ZO(J/,LJ

mENnENZ 1j—1

2 sup nlLH;OZZa]uJ

meN 1=15=1

som gnsket. Da vi benyttede L4 (Lemma 4), byttede vi ogsa om pa sumtegnene, hvilket er lovligt.

4.7

Lad (X, A, ) veere et malrum og lad F € A. Vis, at A > A u(ANF) definerer et mal.

Forst og fremmest er p': A — [0, 00] givet ved p/(A) = (AN F) veldefineret: AN F € A for alle
A € A, og da p antager veerdier i [0, oo, vil ogsa p' gore det. Idet 0N F = (), folger at p/(0) = (@) =0

ved (M) for p, saledes at (M) er opfyldt for 41/. Lad nu (A;),en veere en familie af parvist disjunkte
mengder i A. Da vil

U4, |nF=JAnF

JjEN JEN
For i # j er A, N F og A; N F disjunkte (ellers ville A; og A; ikke veere disjunkte); sa vi har ved at
bruge (M) for p at

(Mz)
Uad | =n{ U4 | nF)=p{UJAnE) | =D wAnF)=> 1'(4)
JEN JEN JEN JEN JEN

saledes at (Ms) er opfyldt for p'.

4.9

Lad (X, A, p) veere et endeligt malrum og lad (A4;),en, (Bj)jen C A saledes at A; O B, for alle j € N.
Vis, at

U4 | - UBi| <D (uA)) - u(B;)).

jEN jEN jEN
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[Hint: vis forst, at U; 4; \ U; B; € U,;(4; \ Bj).]

Lad z € X. Hvis z € J; A; \ U; By, findes jo € Nsa z € Aj,. Dax ¢ |J; B, vil w ¢ By for alle j, sa
specielt vil z ¢ Bj,, hvormed z € A, \ Bj, € J;(4; \ Bj). Altsa er hintet vist.

Da A; D Bjforalle j € IET, villJ; 4; 2 U, B;. Da X er et endeligt malrum, vil pu(J; 4;) < p(X) < oo
jf. Proposition 4.3 (ii), sa vi har

plU4 | —nUB Y U4\UB

jeN jeN jeN jeN
4.3(ii)
< wlU4\B
JEN
4.6
< > A\ By)
JeEN
4.3(iii)
=7 (u(A)) = u(By)),
JEN

idet p(A;) < oo for alle j € N.

4.10

Nulmaengder. Lad (X, A, u) veere et malrum. En maengde N € A kaldes en nulmengde eller en
p-nulmaengde hvis (1(N) = 0. Vi betegner familien af alle nulmeengder i A med N,,. Vis, at N, har
folgende egenskaber:

()

0 e N,.

Dette fglger af definitionen pa et mal! (Vi har () = 0.)

(ii)

Hvis N e N,, M € Aog M C N,vil M € N,,.

Da M € A, findes u(M) (p er kun defineret pa A). Grundet monotoni (Proposition 4.3 (ii)), vil

u(M) < u(N) =0,da N € N,,. Da (M) > 0 pr. definitionen pa et mal, vil 0 < p(M) < 0, sa
p(M)=0o0g M eN,.

(iit)
Hvis (Nj)jeN - NH’ vil UjeNNj S NH'
Grundet subadditivitet (Corollary 4.6) vil
o<u| N <D u;)=o,
JEN JEN

hvormed J, . N; € N,

jEN

4.11

Lad X veere det endimensionale Lebesgue-mal.
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(i)

Vis, at {z} er en Borel-meengde med p({z}) =0 for alle z € R.

Vi gentager beviset for Seetning 1 i det endimensionale tilfeelde. {x} er afsluttet og dermed en Borel-
maengde. Beviset for Theorem 4.4 giver, at (iii’) geelder for alle mal. Definer y,, = $+% for allen € N.
Da vil

A, = [” + i) € B(R)

vaere en Borel-maengde. Da vi har, at A,, C A, for m < n, er fglgen (4,) aftagende. Endvidere er
N, Ap = {a}, sa jf. (iil’) vil

A{x)) = Tim A(A,) = lim ~ =0,

som gnsket.

(ii)

Vis, at Q er en Borel-maengde med A(Q) = 0 pa to mader:
a) ved at bruge (i);

b) ved at betragte meengden C(g) = (Jyenlar — €27k qp +e27%), hvor (qx)ren er en nummerering af
Q, og lade € — 0.

Ad a): Da #Q = #N, findes en bijektion f: N — Q. Definér z,, = f(n) for n € N. Da vil

Q={z,|neN}= U{‘TJ}

JEN

Alle etpunktsmaengderne er disjunkte, da f er injektiv. Vi har derfor pr. (i), at

MQ) =) Mz P =) 0=0.

JEN jEN
Ad b). Lad gi veere en nummerering af Q og lad € > 0 veere vilkarligt. Da har vi, at Q C C(e). Jf.
Proposition 4.3 (ii) og Corollary 4.6 og har vi, at

4.3 4.6 > >
AQ) < A(C(e)) < Z)\([qk — 27k g +e27F) = Z252‘k = 2522_’“ = 2¢.
keN k=1 k=1

Da e > 0 var vilkarligt, kan vi lade ¢ — 0, hvormed A(Q) < 0 og dermed A(Q) = 0.

(iii)
Brug det trivielle faktum at [0, 1] = (Jy<,<;{z} til at vise at en ikke-teellelig forening af nulmeengder
ikke ngdvendigvis er en nulmsengde.

Hver {z} ovenfor er en nulmaengde, men A([0,1]) = A([0,1)) + A({1}) = 1.
4.12
Bestem alle nulmaengder for malet 6 = 6, + d, a,b € R pa (R, B(R)).

Vi har fgrst og fremmest, at ¢ er et mal jf. Opgave 4.6 (i). Antag, at A € B(R). Da vil
2 hvisa€c Aogbe A

0(A) =06,(A)+0p(A)=<¢ 1 hvisac Aogb¢ Aellera¢g Aogbe A
0 hvisa¢ Aogbd¢ A

Altsa vil A vaere en nulmaengde for §, + J, hvis og kun hvis a ¢ A og b ¢ A.
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(4.15)

Vis, at et malrum (X, A, ) er o-endeligt hvis og kun hvis der findes en folge (E;) en C A af malelige
maengder saledes at J;cy Ej = X og u(Ej) < oo for alle j € N.

Det er klart, at betingelsen til sidst er opfyldt hvis malrummet er o-endeligt (for at (X, A, u) er

o-endeligt, kraeves at folgen af meengder er voksende, dvs. By C Ey C ---). Lad derfor (E;) ey veere

en folge af malelige maengder saledes at (J;cy Ej = X og u(Ej) < oo.

Definér A4,, = U?=1 Ej for n € N. Da vil 4,, C A,, for m < n og hvis z € X, findes m € N si
r € B, C Ay, hvormed |, oy Ern = X. Slutteligt folger af Corollary 4.6 eller Proposition 4.3 at

p(An) <Y p(E;) < oo,
j=1

hvormed (X, A, ) er o-endeligt.

16



