Analyse 2

Ovelser

Rasmus Sylvester Bryder
1. og 4. oktober 2013

Bevis for Continuity lemma (Theorem 11.4)

Gennemgas af Michael Staal-Olsen.

Bevis for Lemma 10.8

Denne har vi faktisk allerede vist; se Opgave 9.5 fra Uge 4. Det er dog vigtigt her, at man bemeerker
hvad lemmaet egentlig er: definitionen pa taethedsfunktioner.

Supplerende opgave 1

Betragt malrummet (R, B(R), A).

(i)

Afggr hvilke af fglgende funktioner tilhgrer £1(\) (du skal begrunde dit svar):

sin(¢)

u(t) = v(t)

142

cos(t) g2 _t
= t = t == .
T w(t)y=e"", z(t)=e

Bemeerk forst, at |u|, |v], Jw| og |z| er kontinuerte og dermed Riemann-integrable pa alle afsluttede
og begraensede intervaller; endvidere er de ogsa malelige ikke-negative funktioner. Vi kan ogsa ngjes
med at finde fx
n n
lim lu(t)| dt = sup/ |u(t)| dt,

altsa bestemme en graense for en fglge af Riemann-integraler. Arsagen er, at (un)nen givet ved u, =
1{_pnjlul er en voksende folge af ikke-negative malelige funktioner, med supremum og greenseveerdi
lig |u|, siledes at vi ved Beppo-Levis saetning (9.6) blot skal finde supremum (eller graenseveerdien

for) [1[_p njluldX, som jf. Theorem 11.8 er lig det tilsvarende Riemann-integral (som vi nemt kan
finde).

Lad os begynde med wu. Idet |u(t)| < H% for alle t € R og

|
/_n T dt = arctan(n) — arctan(—n) = 2 arctan(n),

har vi dermed
" 1 o1
. |U(t)| dt = ].[_n,n] |'LL‘ dA S 1[_n7n] m d)\(t) = . 1_’_7 dt =2 arCtan(n)

jus

jf. Properties 9.8 og Theorem 11.8. Idet arctan(n) er begreenset opadtil af 7

/|u| d\ = sup/ lu(t)] dt <,

neNJ —n

, har vi dermed, at

hvormed u € £!()\) jf. Theorem 10.3.



Funktionen v er straks lidt sveerere. Bemeerk forst, at |cos(t)| >

t € [IX, 2], Ved 2m-periodicitet af cos(t) fas derfor, at

> 1 for alle t € [2F,3%] og

S

1

| cos(t)] >5 for z € U [

n—l 4n+1
.
4

Alle ovenstaende abne intervaller er Borel-maengder og indbyrdes disjunkte. Kaldes foreningen for A,

har vi, at 14 < 1samt at 14 = > oo 1a,, hvor 4, = [22=1x, 22 7] Dermed folger af Corollary
9.9, at

/\v\d)\2/1A|v|dA:/ZlAn|v|d)\:Z/1An\v\d)\.
n=1 n=1

1
ns at |U<t)| Z m (1+t)’ f@lger af

Properties 9.8, at

1 R e
1 dA> [ 14, () =———dA(t) == —dt
Jratlars [rogrsan =5 [ g
4
idet t — %H er Riemann-integrabel pa ethvert afsluttet og begraenset interval grundet kontinuitet.
Vi har da, at

4n+1

BER| dn+1 an—1 1+ 4ntly
/4"417T 1—|—tdt10g<1+ 1 7r)10g<1+ 7r)10g<1+4n1 )
4
L4 (dn+1)\ . 2
=log(Z—— "2 ) Zlog(14+—
g(;‘;+(4n—1)> & + (4n —1)

4
1

: 2
> 1og (1 —1log (1 .
—Og< +4n+2> Og( +2n+1>

Ved « skriver vi 2 + (4n+ 1) som 2 + (4n — 1) + 2; ved T benytter vi, at 2 — 1 < 2. Derfor vil

N 1L T 1 1
1 > - > =Slog (1 .
nz_:l/ Aol _2;/4114—1,, 1+t —Q;Og< +2n+1)

Kan vi vise, at det sidste udtryk ovenfor gar imod oo for N — oo, vil vi kunne slutte7 at v ikke
er integrabel og derfor ikke ligger i £1(\). Saet a, = 2n+1 for n € N. Antag, at E 1 log(1 + ay)
konvergerer imod a € R for N — oo. Da denne f(zjlge er voksende, vil ogsa folge, at fglgen har
supremum lig a (se Kalkulus, kapitel 4). Da ville Zn 1an < (1+a1) - (14 an), hvormed

N
log (Zan> <log((14ai) - (1+an)) ZloglJran <a,

n=1

sé Zgzl an < e for vilkarligt N. Imidlertid ved vi, at fglgen Zzozl an divergerer, hvormed vi har en
modstrid og dermed det gnskede.

For w’s vedkommende har vi, at

/ lw(t)|dt = / e tdt =[—e ", =" —e ™ — o0,

—n —n

hvormed [ |w|d\ = oo, sdledes at w ¢ L*()).

Vi har til sidst z at kigge pa. Sidst har vi, at 22 > 0 for 0 < z < 1, sdledes at e=* < €* = 1 for



0<2z<1,samt at 22 > z for z > 1, hvormed e ?’ < e ?for z > 1. Altsa vil

n 0 n n
/ \z(t)\dt:/ e*tht+/ e*thté2/ e dt
—-n -n 0 0
1 2 n 2
<2</ et dt+/ et dt)
0 1
1 n
<2</ 1dt+/ e_tdt>
0 1

=2(1+e'—e") <2427

Vi benytter substitution ved , samt at integranden er en lige funktion. Da dette geelder for alle
n €N, vil [|z|d\ <2+ 2e™!, hvormed z € L*()).

(ii)
Lad s > 0 oglad u: R — R ved givet ved

() = 1/z%, hvisO0<z <1,
wr) = 0, ellers.

Vis, at u € My (B(R)) for alle s > 0. For hvilke s > 0 geelder det, at u € L1(\)?

Betragt folgende lemma forst:

Lemma 1. Lad A C R"™ vere dben og lad f: A — R¥ vere kontinuert. Udvidelsen f: R™ — R* givet

ved (@) N
7oy flx), hvisx e A,
() = { 0, ellers

er B"/B*-malelig.

Bevis. Lad G C R* veere aben.; det er nok at vise, at f~(G) er en Borel-maengde for at konklude
malelighed. Da vil f~}(G)NA = f~1(G) N A veere aben i R” grundet kontinuitet. Hvis 0 ¢ G, findes
intet x € f~1(G), siledes at x € A, thi vi da ville have G > f(z) = 0, en modstrid. Hvis 0 € G,
vil der for alle 2 € A° geelde, at f(z) = 0 € @, hvormed z € f~1(G), saledes at € f~1(G) N A°.
Omvendt gaelder altid den modsatte inklusion, saledes at

i 0, hvisO0¢G
1 c __ 9 9
f7G)nA4 _{AC, hvis 0 € G,

som dermed altid er afsluttet uanset G. Altsa er
U = (@ nAu(fHG)NAY)
altid en forening af en aben maengde og en afsluttet maengde, som dermed er Borel. O

Lad s > 0 og definér g: (0,1) — R ved g(s) = 1/z°. Da er g kontinuert. Dermed er udvidelsen g,
givet ved g(s) for s € (0,1) og 0 ellers, B/B-malelig. Ved at laegge den B/B-malelige funktion 1;(x)
til, fas netop u, sa u er ogsa malelig jf. Corollary 8.9. Da u(x) > 0 for alle € R, vil dermed geelde,
at u € M (B(R)).

Vi har fgrst og fremmest
/ud)\: lim [ 1;1 judA

n—oo

jf. Beppo-Levis setning (Theorem 9.6) (supremum er lig graenseveerdien for voksende fglger). Da u
pa disse afsluttede og begreensede intervaller er kontinuert, er v Riemann-integrabel, sa jf. Theorem

11.8 vil
1 1 -
1 log(1) — log(+), hvis s =1
/1[l 1]Ud)\=/ —dr={ E&) lg(,f)l_s
v 1/n @ s — (57 ellers
B log(n), hvis s =1
Tl (1 —nth), ellers




Hvis s = 1, vil integralerne altsa ga imod oo; hvis s > 1, vil i <0ogs—1>0,saledes at n°1 — oo
og 1 —n*"! — —o0 for n — co. Altsa vil integralerne ogsa ga imod oo for s > 1. Slutteligt har vi for
0<s<1,at n®*~! — 0 for n — oo, sdledes at integralerne har graenseveerdien l—is for n — oo. Altsa
har vi, at u € £}(\) hvis og kun hvis 0 < s < 1.

(iii)
Lad s > 0 oglad v: R — R ved givet ved

[ 1/z%, hvisz >1,
v(w) = { 0, ellers.

Vis, at v € M3 (B(R)) for alle s > 0. For hvilke s > 0 geelder det, at v € £L}(\)?

Definér g(s) = Ii for x > 1. Da er g defineret pa en aben maengde og er kontinuert, sa

oy | 1/x®, hvisz >1,
g(w) = { 0, ellers.

er B/B-malelig. Laegges 113 () til, fas v, saledes at v selv er B/B-malelig. Da v(z) > 0 for alle z € R,
vil v € M (B(R)).

Pa samme made som fgr har vi, at

n—00

/vd/\: lim L[y mv dA.

Samme argumentation som i (ii) giver, at

n 1 _ : —
/1[1,n]Ud)\ :/ = { 101g(n1)75 log(ll), hvis s = 1
1

x TN ° — 7=, ellers
B log(n), hvis s =1
Tl (T —1), ellers.

Vi ser, at integralerne kun gar imod noget endeligt hvis s > 1, s v € £!(\) hvis og kun hvis s > 1.

Supplerende opgave 2

Betragt malrummet (N, P(N), 1), hvor p er teelleméalet. Lad s > 0 og betragt funktionen u: N — R
givet ved u(j) = 1/4°. For hvilke s > 0 geelder det, at u € L (u)?

Vi har naturligvis, at u er positiv og malelig, hvormed vi har jf. Examples 9.10 (ii), idet u = Z;’il 05,

at
o0 oo

/|u|du/uduj§_;u<j>j2;,

1

som vi ved konvergerer hvis og kun hvis s > 1 fra Analyse 1.

Supplerende opgave 3
(i)

Bestem graensen

n—oo | n

oo 2
lim cos (m * 7n> e 1l dz.

oo

Vi vil benytte Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem (Theorem 11.2, fremover forkortet DCT.)

Definér )
Un(x) = COs (Z * 7n> 6—|:1:\’ x € ]Ra
n




for alle n € N; da er u,, kontinuert og dermed malelig for alle n € N. Bemaerk nu, at |u, (z)| < e~ 1%l
Funktionen x — e~ 1%l er kontinuert, og dermed Riemann-integrabel pa alle afsluttede, begraensede
intervaller; tilmed geelder, at

n 0 n
/ eI dxz/ ezdaﬁ-/ e "dr=e’"—e"—e "+’ =2-2e"".
—-n 0

—n

Dermed vil .
/efm dA(z) = lim e 17l de = lim (2—2¢7") =2.

n—oo [_ n— 00

Altsa er x — e~ !*l indeholdt i £'(\). Af Theorem 10.3 flger nu, at alle u, er indeholdt i £()).
Bemeerk, at

n—roo

2
u(z) ;== lim uy,(z) = cos (limn — 00 (x Z?n)) e 17l = cos(7)e 17l

Af DCT fglger nu, at u € L1()\), samt at

/_0; cos <332:7n> e 17l de = /un d\ — /ud)\ = /cos(?)e_‘xl dA(z) = cos(7) /e_lw‘ dA(x)

= 2cos(7)
jf. Theorem 10.4.
(ii)
Vis, at
2
lim sin(x)" dx = 0.
n—oo 0

Definér u, (z) = 1j9,2+) () sin(x)". Da er u,, et produkt af malelige funktioner (deriblandt en kontinu-
ert) og dermed selv malelig (jf. Corollary 8.10). Bemeerk, at [u,(x)| < 1jg 27 (2)1" = 1jg,24] (). Idet
1j0,2x] er ikke-negativ og malelig, samt

/1[07271-] dA = )\([0, 27'(']) = 2’/T,

folger at alle u,, € £L1()\) for alle n € N ved Theorem 10.3. Bemeerk, at |sin(z)"| = | sin(x)[* — 0 for
x € [0,27] med |sin(x)| < 1, dvs. for = ¢ {Z, 3T}, For x ¢ [0,27] vil u,(z) = 0, siledes at

27 2
1, hvis z = §

up(x) =sin(x)" — < ingenting, hvis z = <¢
0, ellers.

Hvis vi altsa definerer u(z) = 1(z(z) for x € R, vil up(z) — u(z) A-neesten overalt, og DCT giver
0s nu, at

/O%sin(x)”dx:/und)\—>/ud)\:>\({g}) =0,

som gnsket, idet vi benytter Theorem 11.8 til den fgrste lighed.

(Supplerende opgave 4)

I denne opgave har vi brug for at integrere komplekse funktioner. Dette emne vil blive taget op i
Kapitel 20. Indtil da benytter vi, at integralet af en kompleks funktion kan bestemmes ved at inddele
den i real- og imaginaerdelen. Stort set alle resultater i Kapitel 11 om integralet af reelle funktioner
kan overfgres til integralet af komplekse funktioner.

Betragt malrummet (R, B(R), \), lad u € £(\), og betragt funktionen

v(t) = —/u(m)e*”t dz, teR.



Vis, at v er veldefineret og kontinuert. Seet uy(z) = —izu(z), og antag at u; € L1(\). Vis, at v er
differentiabel, og at

v'(t) e~ da.

(Funktionen v kaldes Fourier-transformationen af funktionen wu.)

Bemeerk forst, at hvis betingelserne i Theorem 11.4 (Continuity lemma) er opfyldt, vil v veere velde-
fineret og kontinuert (se beviset!). Definér g: R x R — R ved g(¢,z) = \/%u(m)e’i“. For fast t € R,
vil
l9(t, )| < u(2)] < |u(z)]

\/7
for alle x € R. idet |[e=*!| = 1. Da u € L()\), vil x — g(¢, x) tilhgre L} ()\) jf. Theorem 10.3, s& (a) er
opfyldt. Holdes x € R fast, er t — ¢g(t, z) klart kontinuert, idet u(x) blot er et tal, sa (b) er opfyldt,
og (c) har vi allerede vist, idet |g(t,z)| < |u(x)| for alle (t,z) € R x R og vi ved, at |u| € L1()), idet
u € LY(N) jf. Theorem 10.3. Dermed er

x)e "t dg

_ /\/%u(x)e*m do = \/12?/u

veldefineret og kontinuert pa hele R.

Vi gar nu i gang med at tjekke betingelserne i Theorem 11.5 (Differentiability lemma). Vi lader g
vaere defineret som for. (a) har vi allerede vist, og for fast x € R er ¢t — g(x,t) differentiabel pa R

med afledt
1
= ui(x)e

Ver

5’g 99 (1 1) = 1
ot Vor

Slutteligt gaelder for alle (¢,z) € R, at

—ixt

——u(x)(—ize” ")

)| < @) < i)l

Pr. antagelse geelder uy € £1(N), sd |uy| € £1()) jf. Theorem 10.3, hvormed betingelse (c) er opfyldt.
Altsa er v differentiabel med differentialkvotient

—l’Et _ —zrt
/8t (x,t)d /\/7 dx = F/ul dz,

som gnsket.

Supplerende opgave 5

Lad (X, .A) veere et malbart rum, og lad p, ..., ug veere mal pa (X, A). Seet pp = pg + -+ - + pg. Gor
rede for, at p er et mal pa (X, .A), vis at

LMp) = LN (pa) NN LY (),

/ud,uz/udul—l--”—l-/uduk

Vi viste i Supplerende opgave 3.5 fra Uge 4, at u var et mal (ellers er det ogsa indholdet af Opgave
4.6 fra Uge 2). En funktion u: X — R er A/B-malelig hvis og kun hvis u™ og u~ er, jf. Corollary
8.11. Antag derfor, at u: X — R er A/B-malelig. Bade u* og v~ er derfor malelige og ikke-negative
funktioner, og jf. Supplerende opgave 3.5 gaelder derfor

/uidu=/uidu1+--~+/uidukZ/uiduj (1)

og vis at

for alle u € L (p).

foralle j=1,...,k.



Hvis u € £Y(u), vil ut,u™ € £Y(u) jf. Theorem 10.3, hvormed [u*du; < [pFdp < oo for alle
j = 1,...,k Altsd vil uT,u™ € L(y;) for alle j = 1,...,k, s& med Theorem 10.3 sluttes, at
u € L1(j) for disse j. Hvis omvendt u € L£!(y;) for alle j = 1,...,k, vil geelde, at ut,u™ € L (u; )
for alle j. Altsd er summen i (1) altid endelig (dvs. < oo), hvormed [ p*du < oco. Vi slutter, at
ut,u™ € LY(p), hvormed u € £ (p). Altsa er maengdeligheden vist.

Slutteligt geelder, at for u € £1(u), vil u € L (u;) for alle j = 1,...,k. Da vil

/udu / utdp — /ufdp

som gnsket.

(Supplerende opgave 6)

Lad (X, A, ) veere et malrum, og lad u: X — RT veere en malelig funktion.

)

Vis, at funktionen ¢ — p (u=*((¢,00))) er aftagende.

Bemeerk, at ovenstaende udtryk altid giver mening, idet u er malelig og (¢,00) er en Borel-maengde
for ethvert ¢ € R. Vi behgver kun at tjekke, at funktionen er aftagende over de positive tal, idet
u~t((t,00)) = X for alle t < 0. (Vi far sa den konstante veerdi p(X) for ¢ < 0, som er stgrre
end alle veerdier funktionen antager for ¢ > 0.) For 0 < ¢; < to vil (t3,00) C (¢1,00), hvormed
u™t((t1,00)) 2 u=((t2,00)) (fordi urbilleder er nice). Grundet monotoni for mal (Proposition 4.3

(ii)) fas nu, at
(0 (11,00)) 2 g (u((t2,00)))

sa funktionen er aftagende.

(ii)

Vis, at

/udu - /OOO w ({2, 0))) dt.

Lad os antage farst, at f € ET(A) er en simpel funktion. Vi kan dermed finde en standardrepraesen-
tation

f = Zylejv (2)
j=1

hvor Aj’erne er disjunkte malelige maengder i A og y;’erne er ikke-negative tal. Vi kan antage, at
y; > 0 for alle j, thi hvis et af dem var lig 0, kunne vi blot fjerne det tilsvarende led fra ovenstaende
sum uden at sendre pa ligheden. Endvidere kan vi antage, at y;3 < y2 < -+ < y, (ellers kan vi sla
Aj’er sammen til nye malelige maengder). For ¢ > y,, vil

0<p(F1((t,00)) = i (f " ((yns )

grundet (i). Idet den stgrste veerdi f kan antage er yy,, vil f~!((yn,00)) veere den tomme maengde,
saledes at p (f~1((t,00))) = 0 for alle t > y,,. Altsa vil

| ntr oo d = [oa@uts oo dt = [ 1oy Ots™ t.00) .
0



Seet yo = 0. Vi pastar nu, at for y;_1 <t < y; vil
fﬁl((too)) = Aj U--- UAn

for alle j = 1,...,n. Lad nemlig et sidant j veere givet og lad y;_1 <t < y;. Hvisx € f~1((¢,00)), vil
f(x) >t > y;j_1. Specielt vil f(x) > 0, sa der ma ngdvendigvis geelde, at x € Ay foret k=1,...,n.
(Hvis ikke, vil f(z) = 0 jf. forskriften (2) pa f.) Dette k kan ikke opfylde k < j — 1, thi vi sa ville
have f(z) = yx < y;j—1, en modstrid. Altsa ma k € {j,...,n},sax € A;U---U A,. Hvis omvendt
z € Ay for et k=j,...,n, vil f(z) =y, >y; >t, hvormed x € f~1((t,00)). Vi kan nu skrive

1[0,yn)<t):u(f71((t’ OO))) = Z 1[yj—lyyj)(t)/"t(f71(tﬂ OO)) = Z 1[yj711yj)(t)N(Aj U---u An)
j=1 j=1

n

- Z Ly, 1w (@) Z (Ak),
=1

k=j

da Ap’erne er disjunkte. Bemeerk, at dette giver noget andet virkelig godt: hvis f er en simpel funktion,
ert— 1y, (H)p(f~((t,0))) ogsa en simpel funktion! Dette vil blive nyttigt, nar vi generaliserer.
Nu vil

[ o @0 e dt = [ 371,003 ntae)de
J=1 k=j
=3 [t Outae) a
J=1k=j
= > (i —y-1) | Y n(Ar)
Jj=1 k=j
= (1 — %) ZN(Ak) + (Y2 — v1) ZM(Ak) +
k=1 k=2
+ (yn—l - yn—2) Z ,Uf(Ak) + (yn - yn—1>ﬂ(An)
k=n—1

2

= (A1) (y1 — yo) + p(A2)(y2 — yo) + - + p(An)(Yn — o)

= yipu(Ar) + -+ yap(Ay) = Zyijn).

Ved spgrgsmalstegnet er der fplgende forklaring: vi samler simpelthen led efter hvert p(Ag). Fx
forekommer (A7) kun i den forste sum, sa p(A;) far koefficient y; — yo; p(Az) forekommer kun i de
to forste, sa denne far koefficient (yo — y1) + (y1 — Yo) = y2 — yo osv., op til u(A,). Ethvert led har
desuden p(Ay) som faktor, sa vi mangler ikke noget efter at have samlet koefficienter pa denne made.

Idet . .
/fdu = /Zylej du=">"yiu(4,)
j=1 j=1

jf. Properties 9.8, folger, at den gnskede lighed geelder for simple funktioner f € £7(A).

Tilbage til u. Der findes jf. Theorem 8.8 en voksende folge (u;) e af simple og ikke-negative funktioner
som konvergerer imod u. Da vil jf. Corollary 9.7 geelde, at

_ . . _ . e —1
/ud,u —jli,n;lo/u] dp —jlggo ; ,u(uj ((t,00))) dt.
Vi fandt for, at ¢ — 1jg o) (¢)p (uj_l((t, 00))) var en simpel funktion. Betegn denne med f;. Lad ¢t € R
veere fast. For j < k vil uj(z) < ug(z), da folgen (u;) var voksende. Vi har altsa, at « € uj_l((t7 00))
medfgrer ug(x) > uj(z) > t, sa uj_l((t,oo)) C u; '((t,00)). Monotoni af mél giver nu, at f;(z) <



fr(z). Da fglgen af meengder (u; Y((t,00))) en er voksende, geelder jf. Theorem 4.4, at

Tim (s (600)) = e | U w5 (80)

jeN

= U u;l((t 0

jEN

Vi viser nu, at

Hvis u(z) >t for et = € X, kan vi lade ¢ = u(z) — ¢. Idet u;(x) — u(z) for j — oo, findes N € N sa
j > N medforer |u;(z) — u(z)| < t. Dermed vil u(z) — un(z) < u(z) —t og derfor uy(z) > t, sa der
findes N € N sd 2 € uj' ((t,00)). Hvis der omvendt findes j € N sa = € uj_l((t, 00)) eller u;(z) > t,
vil u(z) > uj(x) > t, sd x € u=((¢,00)). Altsa slutter vi ligheden, og dermed vil

Tim o (™ (8,00))) = g (™ ((£,20))

Derfor vil

Fi (1) = Lo,00) (D) (u™ (2, 00)))
for j — oco. Da (f;);jen er en voksende fglge af simple funktioner med ovenstaende som greense, folger
nu af Corollary 9.7, at

/0 L (ufl((t, oo))) dt = /1[0,00)(t)p (ufl((t, oo))) dt = ]lgglo/fj d\ = jli)n;o/o m (uj_l((t, oo))) dt.

Dermed vil

/udu = lim Oou (u;l((t,OO))) dt = /Omu(u_l((t7oo))) dt,

J—00 0

som ¢gnsket.

Supplerende opgave 7
Betragt malrummet (N, P(N)). Lad p veere malet pa (N, P(N)) givet ved p = Zjoil 2796;.

)

Vis, at p er et sandsynlighedsmal.

Vi ved allerede fra Opgave 4.6 (ii), at p er et mal, idet ¢; er mal for alle j € N. Husk, at §;(A4) =1
hvis j € A og giver 0 ellers. Idet j € N for alle j € N (d’oh!), vil §;(N) =1 for alle j € N, hvormed

(oo}

Zwa 22fz1

sa u er et sandsynlighedsmal.

(ii)

Bestem u(E), hvor E C N er meengden af lige tal.

For lige j € N, vil §;(E) = 1, og for ulige j € N vil 6;(E) = 0. Altsa vil

E):ledj( ZW_ZQ 2J_Z<l> :1_131_1:;12,'

j lige j=1

(iii)

Vis, at N = () er den eneste nulmaengde.

Vi viser, at N # 0 medfprer u(N) > 0 for N C N. Hvis N # §, findes n € N, hvormed u(N) >
p({n}) =27"> 0, som gnsket.



(iv)
Lad u: N — R veere givet ved u(j) = (3/2)7. Beregn [udpu.

Da u er positiv og malelig (alle funktioner N — R er jo), folger af Examples 9.10 (ii), at

/ud,u 223 irﬂ()v:i(z)j:é—1:3.
11.6

Giv et eksempel pa en fplge af integrable funktioner (u;);en med u;(x) = u(x) for j — oo og alle z,
og en integrabel funktion u, men sa lim; oo [u;dp # [ wdp. Modsiger dette DCT, Theorem 11.27

Lad (X, A, p) = (R, B(R), u) og definér u;(z) = jl 1)(x) for z € R. Da vil u;(z) — 0 for alle z € R.
g
Alle uj’er er ikke-negative og malelige funktioner, med

Jom-n(()--

men [ ud\ = 0. Dette modsiger ikke DCT, fordi der ikke findes en integrabel positiv gvre graense w
for alle |u;|’er simultant (uniformt). Dette kan ses ved hjeelp af en tegning; alternativt kan bemszerkes
atforn%rlgx<%foretn€N,vil

sup [u; (z)] = un(z) = n.
JEN

Hvis w er en positiv og malelig funktion pa (R, B(R)) med w > |u,| for alle j, vil specielt geelde, at
w > sup;cy |uj, saledes at
oo
St
1L+1 ‘n.

Deraf fas ved Corollary 9.9 og Properties 9.8, at

> 1 =1
/wd/\>2/n1nilw)d)\ Z (n n+1>zzn.n(n+l)zzn+1:(}o'

n= n=1

11.11
Vis, at funktionen G: R — R givet ved

o sin(tx) .

er differentiabel og find G(0) og G’(0). Brug et greenseargument, partiel integration og formlen

t-2 sin(tz) = 2.2 sin(tz) til at vise, at

yoon [ 2wsin(tx)
tG'(t) = /R Tz dz.

Vi far brug for nogle begraensninger, idet integranden ellers kan opfgre sig ret uterligt. Lad N > 0 og
definér g: (—N,N) xR — R ved

Sin(tx) .
g(t,z) =4 =(+a?) hﬁs £ #0
0, hvis z = 0.

Vi bemaerker for x # 0 og t # 0, at

sin(tx) sin(tz) 1

z(1+22) tz 1422

10



sin(u)

Eftersom — 1 for u — 0, kan vi grundet kontinuitet af funktionen

i) hvis 0 < [t < 1
— h = u —
w hiu) { 1 hvist=0

ogsa konkludere, at den er begreenset pa [—1,1]. Der findes altsa M > 0 sa |h(u)] < M for alle
u € [—1,1]; for |u| > 1 vil
sin(u)| _ 1

|ul

< — <1

u

saledes at funktionen R — R givet ved

s { ) hyis £ #£ 0

1 hvist =0

er begraenset af en konstant M’ = max{M,1}. Lad os nu se, hvad vi kan ggre med |g(¢,z)|. Hvis
enten z eller ¢ er lig 0, fas, at |g(¢t,2)] = 0; hvis © € Rmed z # 0 og t € (—N,N) med ¢t # 0, vil
tx # 0, sa

1 NM'

sin(tx) 1 <
1422 = 1+a22

tr 1+22

lg(t, )| = |t <|t|-M"-

Vi fandt i Supplerende opgave 1, at x +— T{EQ tilhgrte £'(\); jf. Theorem 10.4 er sidste funktion
ovenfor ogsa indeholdt i £1(\), sa jf. Theorem 10.3 er z > g(t,x) indeholdt i £1()\) for ethvert fast
t € (=N, N). Altsa er (a) i Theorem 11.5 opfyldt.

Lad nu z € R\ {0} vaere fast. Da er ¢ — g(t, ) = <22 gifferentiabel, med differentialkvotient

z(14+22)
dg cos(tx)
— (¢ = —F.
at ( 7x) 1 _|_ Jj2

Hvis = 0, er g(t,xz) = 0 for alle t € (—N, N), som ogsa er differentiabel med %(t,x) = 0. Altsa er
(b) ogsa opfyldt. Lad til sidst (¢,x) € (=N, N) x R. Hvis z # 0, vil

Da %(t,x) = 0 hvis z = 0, har vi derfor klart |%(t,x)| < H-% for vilkarlige (¢, ). Da funktionen

T ﬁ er malelig, integrabel og ikke-negativ, folger (c). Dermed vil funktionen G: (=N, N) — R

givet ved
sin(tx) /
G(t) = S G = | g(t,2)d
Q /R\{o} z(1+ 22) ! g(t.z)dz

(omskrivningen er gyldig, idet {0} er en nulmaengde) differentiabel med afledet

G'(t) :/%(t,x) dr = / cos(t) dz,

R 1+.’L’2

idet %(t,z) = C‘fi(f;) for naesten alle z € R. Da N var vilkarlig, slutter vi, at G er differentiabel

overalt pa R med samme differentialkvotient.

Vi ser straks, at G(0) = 0, samt

1 " 1
G'(0) = /m de = lim i dz = nli_}rr;o[arctan(a:)]ﬁn = g + g =T.
Vi har, at
a%sin(tac) _ tcos(tr)
1+22 1422’
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saledes at

1 (1) :/thos(tx) de

1+ 22
O " tcos(tx)
n—=oo J_ . 14 2
n sin(tx
= lim Bﬂﬁiudx
n—oo [ 1 —+ x2

n

ro. an n I
= lim sm(t:v2) — / sin(tx) 1 dz
n—o00 1 +x —n n 1 + .’II2
B sin(tz) 1" "o 2x
b ({23 )

= lim
n— oo

[sin(tx)]" " 2z sin(tx)
—d
|1+ 22 | n+/n (14 22)2 .

sin(tx) 2x sin(tx)
} . / (1+22)2 dz,

1+ 22

som gnsket. Ved (1) benyttes Theorem 11.2 hvor vi pa integranden har ganget indikatorfunktioner

1{=n,n]; disse produkter har en integrabel majorant 1‘+127 hvormed vi benytter Theorem 11.8 for at

omskrive til Riemann-integraler. Ved (2) benyttes samme trick, hvor vi bemaerker, at

2x sin(tx) 2 x
(1+22)2|~ 1+22 1422
S—— Y—

integrabel begraenset

11.16

Betragt funktionerne u = 1gn,1] 08 v = 11| ,¢cny- Bevis eller falsificér:

(For at kunne tale om Riemann-integraler betragter vi funktionerne restringeret til [0, 1].)

(1)
Funktionen u er 1 pa de rationale tal og 0 ellers. Derfor er u kontinuert overalt, undtagen pa maengden

Q N [0,1]. Eftersom dette er en nulmaengde, er u nesten overalt kontinuert og dermed Riemann-
integrabel ved Theorem 11.8.

Forkert. u er ikke kontinuert pa de irrationale tal i [0,1]; tag fx « € [0,1] \ Q og velg en folge
xn, € QN[0,1]. Da vil u(x,) = 1, men u(z) = 0. Derfor er meengden af tal i (0,1) hvor u er
diskontinuert ikke en Lebesgue-nulmaengde, sa u er ikke Riemann-integrabel.

(ii)
Funktionen v er 0 overalt, undtagen pa veerdierne z = 1/n for n € N. Derfor er v kontinuert overalt

bortset fra pa en tellelig maengde, dvs. en nulmaengde, og v er naesten overalt kontinuert, og derfor
Riemann-integrabel ved Theorem 11.8.

Dette er sandt. v har kun diskontinuitetspunkter {0} U {% |n € N}, som stadig er teellelig og derfor
har Lebesgue-mal 0. Altsa er v Riemann-integrabel jf. Theorem 11.8.

(iii)
Funktionerne u og v er Lebesgue-integrable med [wdA = [vd\ = 0.

Dette folger klart, da u og v er positive og malelige; integralerne er lig malet af meengderne indika-
torfunktionerne tages over, og dermed begge lig 0, idet maengderne er teaellelige.

12



(iv)
Funktionen u er ikke Riemann-integrabel.
Dette er ogsa sandt. Hvis 7 er en inddeling af [0, 1], har vi idet bade Q N [0, 1] og [0,1] \ Q er taette

i [0,1], at infimum over et interval i inddelingen altid er 0 og at supremum over samme er lig 1.
Dermed vil sup, Sz[u] = 0 og inf, S™[u] = 1 (se notationen side 94), saledes at u ikke kan veere

Riemann-integrabel.
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