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Supplerende opgave 1

Lad C([a, b], R) betegne rummet af alle kontinuerte funktioner f: [a,b] — R. Lad (f,,)nen C C([a,b],R)
og f € C(la,b],R), og antag, at f,, — f. Antag videre, at der findes M < oo sa |f,(z)] < M for alle

n € N og x € [a,b]. Vis, at
b b
/ fn(z)dz — / f(z)de, (%)

idet integralerne er Riemann-integraler. Hvis antagelsen at |f,(z)] < M for alle  og n droppes,
geelder (x) sa stadig?

Vi betragter malrummet ([a,b], B N [a,b], ). Bemaerk forst, at vi jf. Theorem 11.8 har, at alle f,

samt f er Lebesgue-integrable, idet de er kontinuerte og dermed Riemann-integrable. Definerer vi
w: [a,b] = R ved w(z) = M, vil w € L1([a,b], \), idet

/ wdA = MA([a,b]) = M(b—a) < .
[a,]

Idet |f| < w for alle n jf. antagelsen, fplger af Lebesgues DCT (Theorem 11.2) (ii), at

b
/ fu(z)de = frnd\ — fd)\ / fdaz.
a la,b]

Vi betragter intervallet [a,b] = [0,1], for at vise, at antagelsen at |f,| < M for alle n € N er
ngdvendig (for at overfore modeksemplet til det generelle tilfeelde, kan vi sammensette med den
kontinuerte afbildning [a,b] — [0, 1] givet ved x +— $=2). Definér nemlig for alle n € N funktionen
frn:]0,1] = R ved

2n2x for z € [0, o)
fa(@) =< 2n—2n’z forz €[5
0 for x € (-,

Da er f, kontinuert, og ydermere ses, at f,(z) — 0 for n — oo for alle x € [0, 1], idet vi for alle > 0
kan finde N € N s& & < z, hvormed n > N medfgrer 2 < x og dermed f,,(z) = 0 (hvis z = 0, vil
fn(x) = 0 automatisk). Definerer vi f: [0,1] = R ved f(z) =0, vil f,, — f punktvist. Dog har vi, at

' n no_ 1
Afn(x)dm:[n2x2]é/2 [2nm—nx]52n=4+(2—1)—<1—> 7740—/ flz

Supplerende opgave 2

Betragt funktionen u: [0,00) — R givet ved
n+1

Lnnt1)

(med konventionen (—1)° = 1). Vis, at det uegentlige Riemann-integral

o] N
/ u(z)dz ;== lim u(z) dx
0

N—oo Jg



eksisterer, men at u ¢ £1([0,00), \).

Lad forst N € N og betragt un: [0, N] = R givet ved un(z) = u(x). Bemerk da, at

N-1 (_1)n -1 N
= 1 1 .
uN HZ:O P R Ol
Vi ser heraf, at u kun antager vaerdierne (;i)ln forn=0,..., N, og at den antager disse pa intervaller.
Her er uy altsa begrezenset, og maengden af diskontinuitetspunkter for uy er endelig (den bestar af
punkterne {1,..., N}), som dermed har Lebesgue-mal 0. Jf. Theorem 11.8 er uy Riemann-integrabel

og dermed Lebesgue-integrabel, og endvidere vil

N N N-1 (71)71
de = de = 1 d\ = ——1n d\ = ,
/0 u(z) dz /0 uy () dz / [0,N)U 7;)/ nt1 [mntl) Z n+1

hvor vi benytter ved , at { IV} har Lebesgue-mal 0. Ovenstaende sum konvergerer for N — oo (dette
ved vi fra Analyse 1, idet det er en alternerende rackke hvis led numerisk er aftagende og konvergerer
imod 0), sa det uegentlige Riemann-integral eksisterer. Imidlertid vil

o0

1
|u| = Z n+ 11[n,n+1)7

n=0

hvilket let ses ved at tjekke punktvist pa intervallerne [n,n + 1). Hvert af leddene er en malelig
funktion, sa jf. Corollary 9.9 har vi, at

o0

> 1 1
/ [ nz_o/ n+1 ) nz ntl o

=0

séledes at u ¢ L£1([0,00), ) jf. Theorem 10.3.

Supplerende opgave 3

Denne opgave har til formal at illustrere Theorem 11.8 (ii).

(i)

Betragt funktionen u: [0,2] — R givet ved

() = 1 for0<z<1
10 forl<ax<2,

dvs. u = 1jp,13. Vis, at u er Riemann-integrabel (benyt fx Theorem 11.8 (ii)). Vis, at der ikke findes
nogen kontinuert funktion v: [0,2] — R sa u = v A-naesten overalt.

Idet u er begraenset og kun har ét diskontinuitetspunkt, nemlig 1, fglger af Theorem 11.8 (ii), at u er
Riemann-integrabel. Hvis der fandtes en kontinuert funktion v: [0,2] — R sa u = v A-naesten overalt,
ville U := {z € [0,2]]|0 < v(z) < 1} veere den tomme maengde. Antag nemlig for modstrid, at der
fandtes et zg € U. Grundet kontinuitet af v findes nu § > 0 saledes at

[v(z) — v(x0)| < min{v(wo),1 — v(wo)}

for x € [0,2] med |z — | < 0. For sdadanne z vil v(z) — v(xg) < 1 —v(zg) og v(xo) — v(x) < v(xp)
hvormed v(z) < 1 og v(x) > 0, altsd x € U. Altsa indeholder U maengden A = (xo —d,z0+9) N[0, 2].
Lader vi a = max{0,xz9 — §} og b = min{xo + §, 2}, pastar vi, at a < b: hvisa =0, vila < § < xg+ 9
og a <2, 0ghvisa=u1xzy—0,vila < x9g+0 og a < xy < 2. Endvidere vil (a,b) C A, sa \(A) >
A(a,b)) =b—a > 0. Da u kun antager veerdierne 0 og 1, vil A C {u # v}, saledes at

A{u #v}) = A(A) > 0.

Altsa strider U # () imod antagelsen, at u = v A-naesten overalt, sa U = (). Altsa ma v(z) ¢ (0,1) for
alle z € [0, 2]. Der er nu tre tilfeelde, som forer til en samlet modstrid:



1. Hvis v(z) < 0 for alle z € [0, 2], vil [0,1] C {u # v}, hvormed p({v # v}) > 1 > 0, en modstrid.

2. Hvis v(z) > 1 for alle z € [0,2], vil (1,2] C {u # v}, hvormed p({u # v}) > 1 > 0, igen en
modstrid.

3. Hvis der findes 1,22 € [0,2] sa v(z1) < 0 og v(z2) > 1, ma der grundet kontinuitet af v
geelde, at [0,1] C v([z1, 22]), hvilket medforer at der findes et z € [zq,x2] s& v(z) = 1, atter en
modstrid.

Uanset hvad kommer vi frem til en modstrid, sa en funktion v med de antagede egenskaber findes
altsa ikke.

(ii)

Lad C veere en afsluttet delmaengde af [0, 1], og lad E veere en delmeengde af C. Vis at 15 er kontinuert
pa den abne meengde [0,1]\ C. Konkluder, at 15 er Riemann integrabel hvis A(C) = 0. [Bemeerkning;:
Man kan benytte dette eksempel til at konstruere en Riemann-integrabel funktion, som ikke er Borel-
malelig, ved at veelge C' til at veere Cantor-maengden og F til at veere en delmaengde af C, som ikke
er en Borel-meengde. (Eksistensen af en sadan maengde E er dog ikke-trivielt!)]

Idet [0,1]\ C C [0,1] C E, vil 1g(z) = 0 for alle z € [0,1] \ C, hvormed 1g er konstant og dermed
kontinuert. Altsa vil maengden af diskontinuitetspunkter for 1g veere indeholdt i C. Hvis A(C') = 0,
vil maengden af diskontinuitetspunkter ogsa have Lebesgue-mal 0, siledes at Theorem 11.8 (ii) giver,
at 1p er Riemann-integrabel.

11.4

Lad (u;);jen veere en fogle af integrable funktioner pa (X, A, 1). Vis at hvis Z;’il [ uj| dp < oo vil
reekken Z;il u; konvergere naesten overalt mod en reel funktion u: X — R, og at vi sa har

/Zude:Z/Ujdﬂ~
j=1 j=1

Idet funktionerne |u;| for j € N alle er malelige og positive, folger af Corollary 9.9, at

/Z|uj\d,u=Z/|uj\d,u<oo.
j=1 j=1

Jf. Opgave 10.6 vil nu geelde, at den malelige, numeriske funktion Z;‘;l |u;| er reel neesten overalt.
Specielt er raekken Z]oil u;j(z) absolut konvergent og dermed konvergent for naesten alle z € X.

Lad u(z) = 3272, uj(z) for disse z € X og sat u(z) lig dit yndlingstal for de 2 € X saledes at

> ey luj(x)] = co. Vi har da, at

> (@) = u(z)

naesten overalt. Definerer vi nu malelige funktioner uy = Zjvzl uj for N € N, vil uy — u for N — oo
punktvist neesten overalt, og samtidig vil |uy| < Z;‘;l |u;| for alle N € N. Da den sidste funktion
er integrabel, fglger at alle uy’er er integrable, samt at de har en integrabel majorant. Da folger af
Lebesgues DCT (Theorem 11.2), at

N oo
Z/ujdu:/uNdu%/ud,u:/Zujd,u
j=1 j=1

for N — oo. Derfor fas det gnskede.

11.3

Pratts lemma. Lad (f ), (9x)r 08 (Gk)r veere folger af integrable funktioner pa et malrum (X, A, u).
Hvis



(1) fi(z) = f(z), gr(z) = g(x) og Gi(z) — G(x) for k — oo og alle z € X,
(il) gr(z) < fr(x) < Gi(x) for alle k € Nog z € X, og
(i) [gprdp — [gdu, [Grdu — [Gdp, hvor [gdu og [ G du er endelige,

davil [ frdu — [ fduog [ fdp er endelig.

Bemeerk forst, at f er integrabel. Vi har nemlig fra (i) og (ii), at g(z) < f(z) < G(x), og dermed
|f| < max{|g|,|G|} < |g| + |G|. Da bade |g| og |G| er integrable (da g og G er integrable), vil |f| og
dermed f veere integrabel.

Definér hy: X — R og Hy: X — R ved
hi(x) = fe(v) + gr(z), Hi(z) = Gr(x) — fr()

for k € Nog x € X. Da giver Fatous lemma, idet hj’erne og Hy’erne er positive malelige funktioner,
at f — g =Iliminfy_ o hy 0g G — f = liminfy_,., H; er malelige, samt at

/(f —g)dp = /liminfhk dp
k—o0

< lim inf/hk du

k— o0

= lim inf (/fkd,u— /gkdu>
k—o0
:liminf/fkduf/gdu
k— o0

idet fi og gi er integrable for alle k € N og [ g dpu — [ gdu, samt at
/(G —f)du= /limian;C du

< hmlnf/H;C du

—hmlnf (/de/i /fkdu)
:/Gdu+likn_1££f <—/fkdu>

:/Gdu—limsup/fkdu,
k—o0

da f og Gy er integrable for alle k£ € N og f Grpdu — f G dp. Specielt vil

/fdu=/(f—g)du+/gduSlgcrggf/fkdu

/fd,u:/Gdu— (G-1) d,u>hmsup/fkdu,

k—o0

og

idet f, g og G er integrable. Altsa vil
limsup/ﬁC dp < /fd,u < liminf/fk du.
k—o0 k—o0

Dermed vil limsupy,_, . [ fx dp = liminf, o [ fir dp, & limg o0 [ frx du eksisterer og er lig [ f dpu.

11.7
Lad X\ veere det endimensionale Lebesgue-mal. Vis, at vi for enhver integrabel funktion u har, at
integralfunktionen

t— u(z) dA(x)
(0,8)



er kontinuert. Hvad sker hvis vi skifter A ud med et andet Borel-mal u?

Hvis man prgver, far man problemer med at benytte Theorem 11.4 direkte pa U: (0,00) x R — R
givet ved U(t,z) = 1(o,¢)(w)u(z), sa vi benytter en anden tilgang. Lad p veere et vilkarligt Borel-mal
under hvilket u er integrabel. Da vil for alle £ > 0 geelde, at 1 syu 0g 1o sju er integrable. Derfor kan
vi definere

L) = /() u(@) du(z), D(t) = /(o,t]“(” dpu(x)

for alle ¢ > 0. For at vise, at I; er kontinuert i et tg > 0, er det nok at vise, at I (t) gar imod I (¢o)
nar t — to fra skiftevis hojre og venstre. Lad derfor falger (s;);en 0g (t;) en sa s; < to < t; for alle
jeNogsas; —tyogt; =ty for j — co. Da vil

1(0’Sj)($) — 1(0’,50)(1‘), 1(0’,5].)(1‘) — 1(0,%] (x)
for 7 — oo:

1. Hvis & > to, vil 1¢g,s,)(%) = 0 0g 1(g,)(x) = 0, og hvis x < o, findes der N € N sa ty — s; =
[to — sj| < to —x og dermed x < s; for j > N, sdledes 1(g,)(7) =1 = 1(g4,)(z) for alle j > N.

2. Hvis x < to, vil 1,y (%) = 1 0g 1(0,4](w) = 1. Hvis & > o, findes N € Nsat; —tg = [t; —to| <
r — to, saledes at t; < x, hvormed 1,y (7) = 0 = 1(g,4,)(2).

Grundet Lebesgues DCT (Theorem 11.2) fas nu, at

Li(s}) = / Loy ()u(z) du(z) / Loy (@) dpa() = T, (to)
og
11<tj>=/ 0 (@)u() dpa(a a/ o101 (@)u(z) dp() = To(to)

for j — oco. Vi gnsker, at I (tg) = I2(to); hvis dette er tilfseldet, er I; kontinuert i . Idet

Ir(to) — I1(to) = /

(07t0]

- / 1 1o (2)u(2) dpa(z)

:/1{t0}(x)u(to)dﬂ(x)
= ﬂ({tO})u(tO)a

idet 1y (z)u(z) = 1y (2)u(to) for alle z € R. Da vi ved intet om wu(tp), har vi i hvert fald, at
w({to}) = 0 medforer, at I;(t9) = Iz(to). Altsa kan vi konkludere, at I; er kontinuert i to hvis
u({to}) =0, og dette geelder for Lebesgue-malet i alle tg.

u(e) du(z) - /( R

(11.13)

Eulers gammafunktion. Vis, at funktionen

() = / e Tzt tdx, t>0,
(0,00)

(1)
.. er m gange differentiabel med
() = / e "zt Y (log z)™ dx (1)
(0,00)
for alle m € N.

Vi vil gerne benytte induktion, men viser dertil fgrst folgende lemma.



Lemma 1. For ¢ > —1 ogd < 0 findes der M > 0 sd e x¢ < Ma~2 for alle x > 1.
Bevis. Vi ved, at e™®z¢t2 — 0 for x — 00, sa der findes specielt M; > 1 saledes at z > M; medfgrer
ed® 22 < 1. Specielt vil e¥x¢ < 72, For z € [1, My] er x — e%z*2 kontinuert og antager dermed
et maksimum C > 0. Da vil e%@zct2 < C og dermed e@gpe < Cr=2 for x € [1, M;]. Definerer vi nu
M = max{1,C}, har vi det gnskede M. O

Lemma 2. For c¢,d >0 findes der N >0 si 2°(log 2)? < Nz=/2 for alle z € (0,1).

Bevis. Bemeerk, at log% = —logxz >0 for x € (0,1). For z € (0,1) med z = e~ " vil
1\
l,c+1/2 (log ) _ efu(c+1/2)ud =0
x

hvis u — oo, dvs. hvis z — 0F. Altsa findes § > 0 s& |z°+1/2(log 1)4| < 1 for 0 < 2 < 6. Hvis § > 1,
er vi feerdige, thi vi benytter C' = 1. Hvis § < 1, bemeerker vi, at z — xc+1/2(log %)d er kontinuert
pa [d, 1] og dermed har et maksimum C'. Seettes N = max{1,C}, er vi feerdige. O

Induktionsstarten lyder, at vi skal vise at I" er differentiabel med ovenstaende udtryk med m =1 er
differentialkvotienten; endvidere kan vi ngjes med at gere det pa delintervaller (a,b) C (0,00). Lad
v: (a,b) x (0,00) — R veere givet ved (¢, z) = e ®z'~1. Da har vi:

(a) For fast t € (a,b) har vi, at e ®z!~1 < %2971 = 297! for € (0,1), og hvis z > 1, vil jf.
ovenstaende lemma findes M > 0 sa

e_xfﬂt_l S e—xxb—l S M.'L'_Q

)

idet b —1 > —1. Altsa vil
Iy(t, )] < 1,1y (@) + 11,00y () Mz 2.

Vi ved, at x — 1(0,1)(;10):10“*1 og T — 1[1700)(x)m’2 er integrable jf. Supplerende opgave 1 fra Uge
5, sa jf. Theorem 10.4 vil = — (¢, z) veere integrabel.

(b) For fast > 0 er t = e %2t~ = e~ %elo8@) (1) Klart differentiabel med

8—’y(t,ac) = e %el8@ (D) 10 3 = et 1 og 2.

ot

(¢c) Lad > 1 og t € (a,b). Da vil

0
‘G’Z(t,x) = e %zt M ogz| < e %xlTlr = e Tat < e %2b < Ma?
for et M > 0, idet |logz| = logz < . — 1 < x. Hvis z € (0,1), vil |logz| = —logz = log 1,
hvormed 5 ) .
l(t,x) = e "z Mog — < 2% tlog — < Na—'/?
ot x x

for et N > 0 jf. ovenstaende lemma. Altsa har vi samlet set

oy

7@7 I)

5 < 1(071)(96)1\@71/2 + 1[1,OO)MI72,

som er en integrabel majorant i x.

Altsa folger nu af Theorem 11.5, at I' er differentiabel med

I'(t) = / %(t,x) dz = / e 2! togx du.
(0,00) (0,00)

Nu til induktionsstarten (suk). Vi antager, at I' er m gange differentiabel med T'"™ som i ligning
(1). Vi benytter atter Theorem 11.5, s& pa den igen: vi saetter v: (a,b) x (0,00) — R lig (¢, z) =
e *z'~(logz)™ og har nu:



a) For tast t € (a,b) vil for z € (0, aves, at
For f: b) vil f 0,1) h
1 m
le 2" tlogz)™| < 2% log(x)|™ = 2 * (log x) < Ng~1/2

for et N > 0 og hvis > 1, findes M > 0 sa
le 2! tlogz)™| < e Tyl = eyl < App 2
idet log(z) <1 ogm+b—1> —1 (som ovenfor). Altsa vil
|v(t, z)| < 1(0’1)(37)32“_1 + 1[1,00)(33)Ma:_2,

og dermed vil z — (¢, z) veere integrabel.
(b) For fast > 0 har vi igen differentiabilitet af ¢ — (¢, z) med
Oy

a(tmﬂ) = e 7e8@) 1) (og 1) log(x) = e %x' " (log z)™FL.

(c) Forz >1ogte€ (a,b) vil

%(t, x)‘ — |e—xxt—1(1og x)m+1| < G_Ixt_lifm—i_l — e—th+m < e—wxb+m < M:E_2

for et M > 0, idet |logz| < x og b+ m > —1. Hvis z € (0,1), har vi

9 (4, 2)

1 m
= e_xxt_l\ logz|™ < Pzt log — < Nz~ 1/2
ot T

for et N > 0 jf. ovenstaende lemma. Altsa har vi samlet set

9 4, 2)

ot < 1(0’1)(3;‘)]\7.13_1/2 + 1[1,oo)M-T_27

som igen er en integrabel majorant i x.

Af Theorem 11.5 fglger nu induktionsskridtet, og det gnskede er vist for vilkarlige delintervaller
(a,b) C (0,00), hvormed det folger for hele (0,00), at I" er m gange differentiabel. Kort sagt: hvis
nogen spgrger dig, om du gider at vise at gammafunktionen er vilkarligt ofte differentiabel, sa sla
dem med en forhammer.

(ii)
... opfylder T'(t + 1) = tI'(¢).

Lad n € N og t > 0. Da er funktionen v,,: R — R givet ved y,(2) = 11 ,(x)e" "2’ kontinuert pa
[1,n] og dermed Riemann-integrabel pa det interval. Settes f(z) = e~ og g(x) = ', er F kontinuert
overalt med stamfunktion z — —e™% og g er differentiabel med afledet = +— ta!~1. Nu fis s& ved

partiel integration, at

/ Yn(x) dz [—eifa:t]’f/n—/ (—e )tz da
1 1

/n /n
—1/n n
= eit —e ™n! +t/ e "xtlda.
n 1/n
Definerer vi 3,: R — R ved ¥, (z) = 1[1 ,j(z)e”"2'~", vil denne ogsa vaere kontinuert og dermed

Riemann-integrabel pa [%, n|. Defineres nu v,4: (0,00) — R ved

V(@) = Lo,y (®)e ™ 2", F(2) = 1(0,00) (¥)e 2",



har vi, idet vi fandt i (a), at bade v, ’erne og 4, ’erne havde en integrabel majorant for et fast ¢. Idet
Yn — ¥ 08 A — 7 punktvist overalt pa R, folger nu af Lebesgues DCT, at

n

It+1)= /1(0)N)(x)671mt dz = /Wd)\ = nan;o/yn dA = lim () dx

n—00 J1/n
e—l/n n
= lim —e_”nt—l—t/ e Tt de
1

t
n /n

n

=t lim ezt de
n—00 1/n

=t lim ’ynd)\:t/’yd)\:ﬂ‘(t).
(iii)
... er logaritmisk konveks, dvs. t — logI'(¢) er konveks.

Det bliver virkelig sveert, hvis man fglger hintet, sa det ggr vi ikke. En funktion f er konveks pa et
interval I, hvis der for alle z,y € I og A € (0,1) geelder, at

fOx+ (1 =Ny) <Af(2) + (1 =N f(y).
Kort sagt er f konveks pa I, hvis der for alle z,y € I geelder, at linjen gaende imellem (z, f(x)) og
(y, f(y)) hele tiden befinder sig over selve funktionen. Tag for eksempel x — 22; dette er en konveks

funktion.

Vi lader derfor s,t > 0. Lad dernaest 1 < p < oo og lad ¢ > 1 séledes at 1/p + 1/¢q = 1. Vi tager
forskud pa godterne i Kapitel 12. Idet —1 = —1/p—1/q og —x = —z/p — x/q for alle € (0, c0), har

vi dermed
T (3 4 t) — / e T (xS/p-s-t/q—l) dz
p q (0,00)

/ e Txs/Pat/ip—l g
(0,00

)
/ e~ T/Pe=®/q08/P it/ a0 =1/Pp=1/a qy
(0,00)
(e*w/pIS/prl/p> (xt/qxfl/qe*w/q) dz
)

(0,00

:/ (efa:xsfl)l/P (efmxtfl)l/q de.
(0,00)

Idet =+ 1(g 00y (2) (e~ "2~ 1) /P tilhgrer LP(N) og @ + Lo o0)(z)(e~ %2t ~1)1/? tilhgrer £I()) og begge
funktioner er positive, har vi nu ved Holders ulighed (Theorem 12.2), at

. 1/p 1/q
r (S + > < / e da / e xtldx = D(s)'/Pr(t)"/1.
P q (0,00) (0,00)

Lad nu A € (0,1). Seettes p = % >1,vildet ¢ >1sa1/p+1/q =1 opfylde

hvormed
log T(As + (1 — A)t) < log (F(s)l/pl“(t)l/q) =log (T(s)*T(£)' ) = Alog T'(s) + (1 — A) log T'(¢),

idet x +— log x er voksende. Altsa er I' logaritmisk konveks.



11.14

Vis, at ¢ — 2" f(u,x), hvor n € Ny og f(u,x) = e“*/(e” + 1), 0 < u < 1, er integrabel over R, og at
g(u) == [2" f(u,z)dz, 0 < u < 1, er uendeligt ofte differentiabel.

Vi lader (a,b) C (0, 1) veere et delinterval, lader u € (a,b) og n € Ng. For 2 > 0

et +1

_ xne(ufl)a: < xne(bfl)x.

2" f (u, )| =

eac

Hvis € [0,1] vil 2™ < 1 og =Dz < 0 — 1 s4 ovenstaende funktion er mindre end Lio,1y(z) pa
dette interval. Jf. Lemma 1 ovenfor findes M; > 0 sa |z"e(®~D*| < M;z~2 pa (1,00), hvormed

2" f(u, )| < Ljo,1)(x) + M1, 00) (x)z >

for x > 0. For x < 0 vil

xneur
|l‘nf(u’x)| = e < |x‘neur _ |x|ne—u\z| < |$‘n€_a|x"
idet |z| = —2. For z € [~1,0] vil |2|* < 1 og e7®l*l < €% =1, 54 |z["e~?l*l < 1 pa [~1,0]. Tager

vi My > 0 84 y"e~ % < Moy~ ? for alle y > 1, vil specielt geelde for x < 1, at |x| > 1, hvormed
lz|"e=l®l < My|2|~2. Vi slutter alt i alt, at

" f (u, )| < Ljo,1)(2) + Mil(,00) ()2 + Lj_1,0) () + Mal(— ooy (x)]z| >
< 1opy(@) + (M + Ma) (oo 1y0(1,00) (@) |2] 2.

Ovenstaende sidste funktion er integrabel, da bade x — 1(_o01)(2)|2|72 0g & — 1(1 o0)()|z] 72 er
integrable funktioner (se igen Supplerende opgave 1, Uge 5). Altsa har  — |z" f (u, x)| en integrabel
majorant, og ma jf. Theorem 10.3 selv vaere integrabel, uanset (a,b) og wu.

For at vise det sidste, benytter vi igen induktion. Vi benytter igen et vilkarligt delinterval (a,b) C
(0,1). Induktionsstarten er som fglger: vi har allerede vist, at v: (a,b) x R — R givet ved y(u,z) =
™ f(u,x) er integrabel nar u holdes fast. Endvidere vil for fast x € R galde, at u — (u,z) er

differentiabel med
87 :I/.n—i-l euT

%(u, %) = e +1
Bemeerk nu, at n+1 € Ny. Ovenfor viste vi, at der fandtes en positiv integrabel funktion wy: R — R,
saledes at |2V f(u,z)| < wx(z) for alle N € Ny, z € R og u € (a,b). Specielt vil der findes en sadan
for N =n+ 1, saledes at den sidste betingelse i Theorem 11.5 er opfyldt, hvormed g er differentiabel
pa (a,b) med

= 2" f(u, z).

g (u) = / 2" f(u, 7) da.

Induktionsskridtet fglger ogsa af denne betragtning; integrabilitetsbetingelserne i Theorem 11.5 vises
her ved at lade N =n+m samt N =n + m + 1 for et givet m € Ny. Saledes far vi, at

g™ ) = [t () d,
Da (a,b) var vilkarligt, sluttes, at g er uendeligt ofte differentiabel pa (0,1).

(11.18)

Antag, at u: [0,00) — R er Borel-malelig, positiv og uegentligt Riemann-integrabel. Vis, at u ogsa er
Lebesgue-integrabel.

Pr. antagelse er u,, = 1jg ,ju Riemann-integrabel pa intervallet [0,n] og dermed Lebesgue-integrabel

jf. Theorem 11.8. Idet u,, er en voksende funktionsfglge af malelige positive funktioner med graense-
funktion w, har vi Beppo-Levis seetning (9.6), at

/ud)\ :sup/und)\ :sup/ u(zx) dx :/ u(z) de < oo,
neN neNJO 0



hvormed u er Lebesgue-integrabel. Sidste lighedstegn fglger af, at tallene fon u(x) do udger en voksende
fglge, saledes at graensen for denne er lig dens supremum; og vi ved jo, at graensen er det uegentlige
Riemann-integral.

12.1

Lad (X, A, u) veere et endeligt malrum og lad 1 < ¢ < p < oo.

()

Vis, at [|ully < p(X)V1P||u],.

Antag, at u € LP(u). Seettes s = g ogt= ﬁ vil % + 1+ = 1. Endvidere vil

/1tdu=u(X) < o0,

S an = [ a7 ap < .

vil |[ul? € L5(u), sa jf. Holders ulighed (Theorem 12.2) geelde, at

ol = [ 1= [ 1au< ([ u|QS)1/S ( Jrawe=([ |u|P)Q/pu<X>1/t.

Bemeerk, at § = pp%q. Oplgftes i %, fas derfor

saledes at 1 € £(p). Idet

1/p
ullg < </ u|P> u(X)l/qt = ||qu’u(X)(p*q)/pq — HU”p/i(X)l/q*l/p,
akkurat som gnsket.

(ii)
Konkludér, at £P(u) C L9(u) for alle p > ¢ > 1 og at en Cauchy-folge i LP ogsa er en Cauchy-folge i
L.

Saet M = p(X)V/9=Y/P, Hvis u € LP(p), vil

/ u? dp < (M]lull,)? < oo

jf. ovenstaende delopgave. Altsa vil u € £(n). Endvidere har vi, at hvis (u;);en er en Cauchy-folge
i LP, vil u; € L%(p) for alle j. For alle ¢ > 0 findes N € N sa j,k > N medforer ||u; — ull, < 57
Altsa geaelder for alle j,k > N, at

€

luj —urllg < Mljuj — upllp < M- =

g,

saledes at (u;);en er en Cauchy-folge i £9.

(iii)

Geelder dette stadig hvis p ikke er endeligt?

Nej, selviglgelig ikke! Tag fx Lebesgue-malet pa [1,00). Saetter vi u: [1,00) — R lig u(z) = I, ved

vi, at u ¢ L([1,00),\). Imidlertid vil |u(z)[* = -5 veere integrabel, s u € £?([1,00),A), hvormed
L3([1,00),A)  L}([1,00), 7).

10



(12.2)

Lad (X, A, u) veere et generelt malrum og 1 < p <r < ¢ < oo. Vis, at LP(u) N L2(u) C L7 () ved at
vise
[ullr < flullpllullg™,  u e L£P(u) 0L (u),

hvor A = (2 — 1) /(

1 1
G —g)-

Dette er lidt sveert, men vi prover. Lad u € £P(u) N £2(1). Bemeerk forst, at [u|” = |u|™|u|" =) for
alle A € (0,1). Antag s,t > 1 opfylder % + % = 1. Antag endvidere, at

/|u|T)‘s dp < o0, /|u|r(1_’\)t dp < o0

for et A € (0,1), altsa at |u|™ € £5(u) og |u["*~» € L¥(u). Vi vil bruge dette til at finde nogle
passende s og t, og bagefter vise, at lige netop disse s og t kan bruges. Under antagelsen har vi jf.
Holders ulighed, at

J1ulran= [
1/s 1/t
< (/ ‘ulr)\s d,u> </|u|r(1—/\)t dM)
A/As (1=N)/(1=A)t
< (/u|r)\s du) (/|u|r(1—A)t dﬂ) )
Oploftes i +, fas

\ A/rAs ™ (1=X)/r(1=X)t \ s
[l < </|u|r Sdu) </|uT( ) d,u) = ||u||rAs||u||r(1—A)t'

Vi gunsker derfor, at r\s = p og at (1 — \)t = ¢ eller rt — r At = ¢g. Hvis dette geelder, vil
rAor(l—=X) 1 1

=-4+-=1
p q S t
A 1-a 1
4 ==
p q T
A op(l—A) 1
e pd-d) 1
Y4 Pq r
= A +p1-3) ==
pq
:>/\(q—p)—7—
pq _ pr pg _ pr 1_1
:>>\:’r 7-:pqr PQ"':"' q
_ 49 _ P 1_ 1
q p Pq Pq P q
1 hvilket fald - )
oop__p M7y 17 _g-p
1_1
AT (i:z)r (%—%)r 1—2 q—r
P q
0og
R R q B q g a5 i1 gy
- - 1_1 - 1_ 1 1_1 - 1_ 1 - 1 1 - - :
A N e L €= o = I L = L A a4
P q P aq P aq P aq

1
Ng— T _ad=P - Sopq-p _ Sop BT fa-r) _p
%q—r r

q—pqg—r q-—r q—r q—r

D= 3=

og tilsvarende (1 — A)t = 4, folger nu, at [ |u[™*dp < oo og [ |u|"* =M du < oo. Derfor vil |u|™ €
L£5(1) og |u|"=N € Lt(p), sa deres produkt |u|” ligger i £(11), hvormed u € L7 (). Endvidere har
vi ogsa normuligheden som vist ovenfor.
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12.3
Udvid beviset for Holders ulighed (12.2) til p = 1 og ¢ = inf ty, dvs. vis, at

[ vl < fuly ol
geelder for alle u € L1(u) og v € L(p).

Husk forst, at v € £ hvis og kun hvis der findes C' > 0 saledes at p({|Ju| > C}) = 0. Lad n € N.
Idet [|v]|eo = Inf{C > 0| pu({|u| > C}) = 0} < oo, findes C > 0 hvor p({|u| > C}) = 0 saledes at
[v]jos + % > C. Lad N = {|v| > C}. For z € N¢ vil altsi geelde |v(z)| < C, hvormed Nu vil

/ v dp < / ju(@)|o(z)] dp = / e (@)]u(@) o)) du(z)
< / Lve (2)u(2)|C dpu(z)
e / ()| dpu()

1
< (ol + = ) llullr-
n

Da n var vilkarligt, vil resultatet ogsa geelde for n — oo, saledes at
[ vl < ol

12.7

Betragt det endimensionale Lebesgue-mal pa [0, 1]. Bekreeft, at folgen u,(z) :=nlq 1)(z) for n € N
konvergerer punktvist mod funktionen u = 0, men at ingen delfglge af (u,) konvergerer i £P-forstand
for noget p > 1.

VisaiUge 5, at (uy) konvergerede punktvist imod 0. Lad (u,, ) veere en delfplge af (u,). Hvis denne
folge konvergerede i £P mod en funktion v € £P, ville jf. Corollary 12.8 findes en delfplge (uy, ) af
delfplgen, sa Un,,, =V for neesten alle z € [0, 1]. Da enhver delfglge af en konvergent fplge konveréerer
mod det samme som den konvergente fglge, ma Uy, — U= 0, saledes at v(x) = 0 for neesten alle
x € [0, 1]. Dette er en modstrid, idet

1 -1
Hunkj —vll, = / |unkj —vPdr = /0 ) ”Z]- dA = nijn—kj = nﬁj 40

J

for j — oo.

12.8

Lad p, q € [1, 0] veere konjugerede indices (% —|—% 1) og antag at (ug)ren € LP og (wi)keny € LY er

folger med graenser w i £P hhv. w i £9. Vis, at upwy konvergerer i £ mod uw.

Bemeerk forst, at upwy, € L' for alle k € N og uw € L' grundet Holders ulighed. Vi har jf. samme for
alle £ € N, at

llupwr — vw||; = ||urwy — ugw + upw — uwl|y
= [luk(wr — w1 + [[(ur — w)wlr

< ugllpllwk = wllg + lux = ullp[wllq-

Lader vi € > 0, findes N1 € N sa [Juy — ul|, < Whﬁ-l) for k > N;. Dermed vil

lurlly < Nl + llue = ullp < flullp + =M

(lwllg +1)
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grundet Minkowskis ulighed (Corollary 12.4) for alle k > N. Lader vi slutteligt Ny € N sa ||wy—wlq <
5370 Vil

+ g - lwlle < 5 +
2M 2([lwllg +1) 1

5
|lugwy, —vw||y < M - 513
for k > max{Ny, No}. Dermed fplger det gnskede.

=&

12.15
Lad u,, € LP,p > 1, for alle n € N. Hvad kan siges om u og w, hvis man ved at lim,, f [t —ulP dp =

0 og lim,, o uy(x) = w(zx) for nesten alle z?

Ret meget! Forste fact giver, at (u,) konvergerer imod u i £P-forstand. Jf. Corollary 12.8 findes en
delfglge (un, ), s& uy, (¥) — u(z) for naesten alle z. Da u,(z) — u(z), vil ogsa up, (x) — u(x) for
naesten alle x, sa vi kan slutte at uw = w er lig hinanden naesten overalt.

12.21

Lad (X, A, u) veere et malrum og lad 1 < p < co. Vis at f € €N LP(u) hvis og kun hvis f € &€ og
p({f # 0}) < co. Specielt vil £N LP(u) = E N LY ().

Lad f € € og opskriv f ved en standardrepraesentation

f = Z 1A_7~yj7
j=1

hvor Aj’erne er disjunkte malelige meengder i A og y;’erne er reelle tal. Da vil |f| = 2?21 L4, lyjl-
Vi kan nu antage, at 0 < |y1| < |y2| < --- < |yn|; hvis ikke det er tilfeeldet, fjernes alle led med
ly;| = 0, s& omnummereres efter stgrrelse, og hvis der er lighed ved to pa hinanden fglgende |y;|’er i
nummereringen, forenes de tilhgrende A;’er. Bemaerk da, at {f #0} = A; U--- U A,,.

Hvis f € €N LP(p), vil

oo > / P du =3 lyP(a; Z i lPu(Ay) = [ P # 0}),
j=1

hvormed p({f # 0}) < co. Hvis der omvendt gaelder, at pu({f # 0}) < oo, vil
J15rdn =" lnua;) < Z P H(AS) = lgalP ({1 0}) < o0
j=1

sa det gnskede er vist. Vi har til sidst &N LP(u) = €N LY (1), idet begge maengder er lig meengden af
simple funktioner f pa (X, A) med u({f # 0}) < oc.
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