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Supplerende opgave 1

Lad C([a,b],C) betegne rummet af alle kontinuerte funktioner f: [a,b] — C, hvor a < b, og definér
et indre produkt pa C([a,b],C) ved

b -
g) = / f@)g@dz, f.g€ C((a,b],C).

Du kan efter gnske opfatte integralet som et Riemann-integral eller et Lebesgue-integral (idet de to
er identiske pa C(]a, b], C) jf. Theorem 11.8.)

(1)

Vis, at hvis f € C([a,b],C), sa er f =0 A-naesten overalt hvis og kun hvis f = 0 (overalt).

Det er klart, at f = 0 overalt medfgrer at f = 0 A-neesten overalt. Antag derfor, at f = 0 A-n.o.
og definér U = {x € [a,b]| f(x) # 0}. Da er U urbilledet af den abne maengde C \ {0} under f og
dermed selv aben, idet f er kontinuert. Hvis der fandtes et punkt z¢ € [a,b] saledes at f(zg) # 0,
ville g € U. Da U er aben, ville der dermed findes en aben kugle K (zo,7) C U, hvor r > 0. Seettes
v = max{a,xg — r} og w = min{b, zyg + r}, vil v < w (dette sa vi i Supplerende opgave 3, uge 6), og
(v,w) C K(xp,r), hvormed A(U) > A((v,w)) = w—v > 0. Dette strider imod, at f var lig 0 A\-nsesten
overalt, saledes, at U ma vaere tom, hvormed f = 0 overalt.

(i)

Eftervis, at formlen ovenfor faktisk definerer et indre produkt pa C(]a,b], C).

(SP,) og (SPs) er nemme: for f,g,h € C([a,b],C) og o, B € C vil

b
<af+/3g,h>:/ (af (2) + By(x) dxfa/ fa dx+5/ 7@ do = a(f, ) + Alg, h)

og
o >=/abg<x>f<w>dx=[g<x><m>dx=/ dx—/ F(@)g@) dz = (£, ).

Altsa er (-,-) ovenfor en sesquilineser form. Slutteligt skal vi tjekke definithed (SPy); vi viser for
f€C(a,b],C), at (f, f) > 0og at (f, f) =0 medferer f = 0. Forst og fremmest har vi klart, at

/f x—/|f J[2dz >0,

idet |f(z)|?> > 0 for alle z € [a,b]. Hvis (f, f) = 0, vil

b
[ 1s@p =0

Eftersom = + |f(z)|? er Lebesgue-integrabel pa [a,b] og positiv, falger nu af Theorem 10.9 (i), at
|f(z)]? = 0 A-neesten overalt. Altsd ma f(z) = 0 A-neesten overalt, men da folger af (i), at f = 0.
Altsa er (-,-) et indre produkt.




(iii)

Beskriv normen || - || pa C([a,b], C) der kommer fra det indre produkt (-, ).

Vi har for f € C([a,b],C), at

2
1£] = ()2 = (/ fz |2dz> ,

som netop er || - ||-normen af f i rummet £2([a,b],\) (hvor f naturligvis er indeholdt). Bemaerk for
fy9 € C([a,b],C), at f = g A-naesten overalt hvis og kun hvis f = g overalt jf. (i), saledes at [f] = [g]
i LZ([a,b],\) hvis og kun hvis f = g. Inklusionen f +— [f] er derfor en injektiv lineser afbildning
C([a,b],C) — LZ([a,b],\). Faktisk har denne afbildning teet billede i LZ([a,b],\) (dette vil vi dog
ikke vise; men noget af beviset kommer af Supplerende opgave 5).

Vis eventuelt de naste tre delopgaver. Lad nu [a,b] = [0,1]. Betragt en fplge (fn)n>1 C C([0,1],©C),
givet ved 0 < f, () < 1for allen > 1 og alle z € [0,1], f,(z) =0 for z € [0,2 — 2] og fu(z) =1

n+1
for z € [3,1].
(iv)
Vis, at || frn — fil| < \ﬁ for alle n,m > N. Konkludér, at (f,),>1 er en Cauchy-folge.

1

Lad N € N og n,m > N Antag uden tab af generalitet, at n > m. Da har vi, at n+1 < T 08

1 1
dermed 5 — — +1 <35- T+1 Idet vi regner med Riemann-integraler, far vi

1
| fr = Fmll? :/O | frl@) = fm(2)]? da

:/ [ fl) - fm<z>l2dz+/;

Fu@) — (@) 2 da + / @) — funla)P da

2 m+1

%_m1+1 9 % 9 1 9
= [T o= par [T 1) - fa@Pde [ - 1P

0 5w 3

%
— [ @) )P do

27 m+1

1

2
< 1dz

G S W WS NS

) 2 m+1) m+1- N’
Ved tredje lighedstegn benyttede vi, at fm(z) = fu(z) = 1 for z € [3,1], samt fn(z) = f(z) =
0 for z € [0, — M—H] C [o, n+1] Endvidere vil f,(x), fm(z) € [0,1] for alle z € [0,1], sa
| fr(@) = fm(x )| <1lforallez € [0 1], hvilket vi benyttede til uligheden. Altsa har vi vist det gnskede,
hvormed vi konkluderer at (fn)n>1 er en Cauchy-folge: for ¢ > 0 kan vi tage N € Nsa N > E%,
hvormed || fr, — fm f < e for n,m > N.

)

for alle n > 1.

Lad n € N. Saet




og husk, at f,(z) = 0 for z € [0,3 — R%H] og fu(z) = 1for z € [1,1]. Hvis 2 € U NW,, vil
fn(z) € {0,1} og % < g(z) < 2; vi konkluderer af dette, at |g(x) — fn(z)| > &, hvormed
2 2 2 1 1
o= 5l = [ o)~ u@Par= [ o) - fawParz [ Lae=wnw)
UNW, unw,

Vi har nu, at
AU VW) = AU) 4+ AW) = AU UW,) = A(U) + (1= A(Va) + AU UW,,) = AU) = A(Va),

hvilket giver det gnskede.

(vi)
Vis, at C([0,1],C) ikke er et Hilbert-rum. (Benyt (v) og betragt tilfeeldene U = () og U # () separat.)

Vi vil gerne komme frem til, at Cauchy-folgen (f,)n>1 ikke konvergerer imod nogen funktion g €
C([0,1],C) i |- |lo-normen, hvormed C([0, 1], C) ikke kan veere fuldsteendigt under denne norm. Antag
derfor for modstrid, at f,, — g for et g € C([0,1],C), dvs. |lg — fu] — 0.

Idet vi lader U og V,, veere som i (v), har vi, at
0 < AU) <9g— faul® + (V) = 0.

Da folger, at A(U) = 0. Bemerk nu, at U er aben, idet g er kontinuert. Hvis U var ikke-tom, ville
U indeholde et ikke-tomt interval og dermed have Lebesgue-mal strengt stgrre end 0 (som set i (i)),
i modstrid med hvad vi har fundet. Altsd ma U veere tom, dvs. der geelder for alle zz € [0,1], at

9(2) ¢ (3.3).

Bemsaerk nu, at g er ngdt til at veere reel. Jf. Corollary 12.8 findes en delfglge (fy,) af (fn) sa
fnr(®) — g(x) neesten overalt pa [0,1]. Dermed vil g veere reel neesten overalt, sa Im(g) er lig 0
naesten overalt. Da Im(g) er kontinuert, idet g er kontinuert og z — Im(z) er afstandsformindskende,
vil jf. (i) geelde, at Im(g) = 0 overalt, sa g er reel.

Idet g er reel og kontinuert, ma U = () medfgre enten at g(z) < i for alle z € [0,1] eller at g(x)
for alle z € [0, 1] (der kan ikke geelde at der findes punkter 1’1,{EQ €[0,1] sé g(x1) < 1 og g(x2)
idet dette ville betyde at g ville antage alle vaerdier imellem % og %)

2
Z2§
>3

Hvis g < 1 for alle z € [0,1], ville | f,(2) — g(z)| = fu(z) — g(z) > 1 — 1 = 2 for alle z € [},1]. Da
ville
2 2 ! 2 L4 2
lo= 5l = [ o)~ @ ar > [ o) - p@Parz [ Sar=
1/2 1/2

grundet monotoni og diverse ssetninger fra Kapitel 9, som Rasmus er for traet til at sla op. Dette strider
imod, at ||g— f,||* — 0, s& der mé altsa geelde, at g > 2 . Dette medf(zsrer at | fn(x)—g(x)| = g(z) > %

forn>20gac€[0 ] (vi har for n > 2, atf—WZ%—%— , hvormed f,(z )—Ofoer[O,é]).
Altsa vil
1/6 1/6 4 9
lg — full® = /m Wm>/ mm_h@sz/ -
0 0
som igen strider imod, at ||g — fn||> — 0. Altsa kan (f,,),>1 ikke konvergere under | - || mod nogen

funktion g € C([0,1],C), hvormed vi slutter, at C(]0, 1], C) ikke er et Hilbert-rum.

Supplerende opgave 2
Verificér, at rummene ¢%(N), hvor K = R eller K = C, fra Example 20.5 (ii) er Hilbert-rum.

Forst og fremmest er £%(N), som vi fremover dgber £2, et vektorrum. For = (2,)n>1,y = (Yn)n>1 €
2 og A\ € K defineres © +y = (25, + Yn)n>1 08 Az = (AT,)n>1. Det er klart, at Az € 2, idet



o |zal? < oo; for N € N definerer vi 2’ = (21,...,2n),y" = (y1,-..,yn) € KV, hvorpa vi har, at

N N N N N
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Idet
N
D @l + yaTn) = (@) + (¥, 2') = 2Re(@’,y') <22, o)| < 20| v |1y ln < 2l[[lez 1y e2
n=1

ved at benytte Cauchy-Schwarz’ ulighed pa KV far vi derfor, at

N
Dol +yal® <zl + lylize +202llellylle = (lzle + lyle)®
n=1
for alle N € N. Derfor vil z + y € £2.
Det indre produkt (-,-): 2 x 2 — K givet ved
<(E,y> = anmv T = (xn)nZhy = (yn)nZI S EQ
n=1

er veldefineret. Vi har netop for N € N og x,y € £2, at vi ved at definere 2’ = (|21],..., |vn|), ¥y =
(lyls -, lyn|) € KN far

N N
n=1 n=1

<x/ay/>KN
=" 1yl

N /2 , N 1/2
(zxnw) (zw)
n=1 n=1
0 1/2 / 1/2
S<an|2> (ZL%P) < o0,
n=1 n=1

saledes at summen i det indre produkt er absolut konvergent for x,y € 2, og tallet (z,y) dermed
findes i K. Det er nu let at tjekke, at (-,-) er et indre produkt: det er klart linezert i forste variabel,
skaevsymmetrisk, idet konjugering er en kontinuert operation, hvormed

<
<

oo N N N oo
(v, 2) = Zlynx* = Jlim_ Zlym = Jim_ Zlym = lim » o.g = ley? = ().
n= n= n= n=

n=1

Endvidere medfgrer ||z|| = 0 ligheden z = 0 for = € 2.

Slutteligt skal vi vise, at metrikken frembragt af det indre produkt er fuldsteendig. Lad derfor (z¥)x>1
veere en Cauchy-folge i £2. Husk pa at hver z¥ € ¢2 er en fglge i selv; vi skriver 2% = (2%),,>1. For

fast n > 1 og k, ¢ € N vil der geelde, at

0o 1/2
¢ ¢ V4
|2, — @] < (Z xﬁ—l’n|2> = [la* — 2.
n=1

Dette medfgrer, at (z¥);,>1 er en Cauchy-folge i K for alle n > 1. Da K selv er fuldstendigt, findes
der z,, € K saledes at xfl — x, for k — co. Vi betragter nu felgen x = (z,,),>1 som opnas pa denne
fglge. Vi pastar, at (1) z € £2 og (2) 2% — z 1 (2.



For ¢ > 0 lader vi nu M > 1 séledes at ||2* — 2*|| < £ for k,¢ > M, hvilket er muligt idet (z*)z>1 er
en Cauchy-fglge. Specielt vil

N 22
M 2 < M2 o &
3k ol P < et - <
for alle N >1og k> M. Hvis N > 1 er fast og vi lader & — oo, far vi dermed, at

2

N 9
Z |n — 1'24|2 T
n=1 4

IN

Derfor vil
2 ! ey
Tn — > 0,
4

hvorpa vi har at y = (2, — 2M),,>1 € 2. Idet (z,,)p>1 = y+a™M € £2, far vinu, at z € ¢2. For k > M
vil vi slutteligt have

oo 1/2
. 3 3
o= 2 < flz — 2 + 2 — 2] = (Z 20 —:cM|2> Hlatt = et < g5 =

saledes at ¥ — .

20.4
Kommer normen | - [|; pa L*([0,1], B[0,1], A'|jp,1)) fra et indre produkt?

Nej, desveerre. Dette skyldes, at normen ikke opfylder parallelogramloven: set for eksempel v(z) = =
og w(x) = 3 for z € [0,1]. Da vil
1 1
2,

1/t 1 1 Y271 1/t 1 1/1 1 1
:7/ m‘dx/ <x>dx+/ (z)dx(+),
L 2 2 2 /o 2 2 /10 2 2\8 '8 8

1

samt ||v]j; = % og |lw[j; = 5, men
2 2 2 2 2
(VL (Y T (1 Y L
1‘(2) +<8> _64#4_2<(2> +(2>> 3 (Il )
20.6

Lad V vere et indre produkt-rum. Vis, at v L w hvis og kun hvis Pythagoras’ seetning ||v + w||2 -
o] + [|Jw||* geelder.

v+ w

Zlde ==
5 x + x

2

1‘ 1
og

v—w
2

2
v+ w

2

v —w

2

1

Dette geelder ikke, medmindre V har et reelt indre produkt. Bemaerk generelt, at

[o+wl[|* = (v +w, v+ w)
= (v,v 4+ w) + (w,v + w)
= (v, 0) + (v, w) + (W, v) + (w, w)
= [[ol]* + fJwl[|* + 2Re(v, w)
for alle v,w € V. Hvis v L w, dvs. (v,w) = 0, er det klart, at Pythagoras’ ssetning geelder. Omvendt
vil Pythagoras’ seetning medfgre, at Re{v,w) = 0. Hvis det indre produkt er reelt, er det klart, at

v L w. Som modeksempel til det generelle tilfaelde kan vi betragte v =1 og w =14 i C med det indre
produkt (v, w) = vw. Da vil ||v]|?> = |w||? =1 og ||v + w||* = 2, men (v, w) = —i # 0.



21.2
Vis, at g — (g, h), h € H er kontinuert.

For g1,g92 € H vil
(g1, h) = {g2. )| = [{91 — g2, )| < [lg1 — ga]ll| ]|

jf. Cauchy-Schwarz’ ulighed. Altsa er afbildningen g — (g, h) Lipschitz, og dermed kontinuert.

Supplerende opgave 3

Lad H veere et Hilbert-rum, og lad (ej)ren veere en ortonormalbasis for H. Lad x,y € H og antag, at

1 1
<l‘,€k> = ok <y76k> = (_1)]627;@)
for alle k € N.
(i)
Beregn ||z]], [|ly[| og ().
Da (ex)ken er en ortonormalbasis, fas af Theorem 21.13, at
e~ 1 &1 1
ol =Yl =Y g =30 (3) =2 1=,
2 4 1—23 3
k=1 k=1 k=1 4
og
0o 00 o) k
(—1)2k 1 1
2 =Y el =3 - =>"(5) =3
k=1 k=1 k=1
saledes at ||z|| = |ly|| = % Slutteligt folger af samme setning, at
> <1 Ll (DR & 1\ 1 1
(z,y) = Z<$»€k><y76k> = ka (1) ok Z 2k Z 1) = 141 1= 5
k=1 k=1 k=1 k=1 1
(ii)

For hvilke » > 0 findes z € H sa

for alle k € N?

Antag at der for r > 0 findes z med ovenstaende egenskab. Da vil

oo oo [ee] 1
I = 3 (el = Sk =3 ok
k=1 k=1 k=1
1

Da ovenstaende raekke konvergerer, ma der geelde, at 2r > 1, dvs. » > 5. Hvis vi omvendt har,
at r > 1, vil der gelde, at > ;7 [k7"|? = Y52, 7 < oo. Da fas ved Theorem 21.11, at folgen

(> opey k™ ex)men konvergerer imod et element z i H. Idet det indre produkt er kontinuert i begge




variable, vil

m
— : =T,
(z,ex) = <n}gnoozj €g,€k>
j=1
k+m
— 3 =T
(Y

j=1
k+m
= lim ij’”ej,ek
m—r 00
j=1
k+m
= lim Z e;, e
m—o0 J < 77 k>
j=1
= lim k" =k"",
m— 00

idet (e, ex) = 0 for j # k og (ex, ex) = 1. Altsa geelder det gnskede for r > é

(Bemeerk, at dette kan benyttes til at vise, at hvis >, _, |ex]? < co og 2 = Y72 cxer, Vil (z,ex) = ¢,
for alle k € N.)
Supplerende opgave 4
Lad H vaere et Hilbert-rum, og lad y € H, y # 0, veere givet. Vis, at maengden
M={xeH|{(z,y) =0}
er et afsluttet underrum af H. Bestem M.

Bemzerk, at M = {y}*. Da far vi jf. Lemma 21.4, at M er et afsluttet underrum af A.

Da M = {y}+, vil M+ = {y}*++ = ({y}1)*. Bemeerk forst, at M+ = {y}++ D {y} er et underrum
der indeholder y jf. Lemma 21.4. Altsa vil Cy € M=, hvor Cy er det afsluttede underrum {\y |\ €
C} C H. Bemzerk nu, at hvis Ny € Ny C H er delmzengder, vil N5~ C Ni- (hvis 2 € Ni-, vil {z,2) =0
for alle 2 € Ny og specielt for alle z € Ny, sa z € Ni-). Af dette far vi, at {y}+ 2 (Cy)* og dermed
{y}t+ C (Cy)tt. Da Cy er et afsluttet underrum, vil

M* = {y}*+ C(Cy)~+ =Ty =Cy
jf. Corollary 21.6 (iii) (anden lighed geelder for vilkérlige underrum). Altsa vil M+ = Cy.

(Mere generelt vil A+ vaere det mindste afsluttede underrum, der indeholder A.)

Supplerende opgave 5

Betragt malrummet ([0, 2], B([0, 27]), A) og det tilhgrende Hilbert-rum LZ([0, 27], A). For hvert n € Z
lader vi e, : [0,27] = C veere givet ved

1
V2T

Vis, at ([en])nez er et ortonormalt seet i L2([0,27], \). [Bemeerkning: Det er et dybt resultat, som
ikke vises i dette kursus, at ([e,])nez faktisk er en ortonormal basis for LZ([0,27], \).]

en(t) = e, tel0,2n].

Forst og fremmest har vi for n € Z, at e, er kontinuert pa [0, 27], dermed Riemann-integrabel og
jf. Theorem 11.8 ogsé Lebesgue-integrabel. Altsa vil e, € L£2(]0,27], ). De folgende integraler kan
betragtes som bade Riemann- og Lebesgue-integralerne; regnereglerne er ens. For n,m € Z vil

1 2

P 1 [
emteimt d\(t) = — / e Tt AN(1).
0

(el fem]) = / " en(t)em @ dA()



Hvis n = m, vil integranden veere lig 1, hvormed ([e,], [e]) = 5= A([0, 27]) = 1. Hvis ikke, vil

2

_ 1 1 i(n—m)t 1 2mwi(n—m) 0
(len], lem]) = 2 i(nfm)e 0 ~ 2mi(n — m) (e e)
1
= ((—=1 2(n—m) _ .0 =0.
2mi(n —m) ((=1) <)

Altsé er ([en])nez et ortonormalt seet i L([0, 27, ).

Supplerende opgave 6
Betragt vektorrummet C([0, 1], C) udstyret med det indre produkt

(f.9) = / f(@)g@ dr, g€ C([0,1],C),

og med tilhgrende norm ||f|| = (f, f)'/2. Lad E vare underrummet af C([0,1],C) udspeendt af
funktionerne uy(z) = 1 og ua(x) = =, x € [0,1]. Lad h € C([0,1],C) veere givet ved h(z) = /z,
z €10,1].

Vi veelger i denne opgave at betragte C([0,1],C) som delrum af L?([0,1]), idet de har samme indre
produkt. Da kan vi med fordel benytte, at L2([0,1]) er et Hilbert-rum og dermed vil resultaterne fra
Kapitel 21 kunne bruges.

)

Find en ortonormalbasis for E.

Vi benytter Gram-Schmidt-proceduren. Bemaerk forst, at u; og ws er linesert uafthaengige. Seet forst
e1 = - Da (u,u1) =1, vil e1(x) = uy(x) =1 for alle z € [0, 1]. Idet

ui]l”

! 1
(ug,e1) = / rdr = =,
0 2

og

1 2
U — 561

/01

kan vi seette
ug — (ug, e1)e

€9 1= =V ]_2(’LL2 — %61),

[lug — (uz, er)eq |

hvormed ey () = V122 — /3. Da vil {e1,e2} veere en ortonormalbasis for E.

(ii)
Find a,b € C, som minimerer normen ||k — auy — bugl|. Skitsér grafen for h og auy + bug i samme
koordinatsystem.

Bemeerk forst ved Theorem 21.11, at E er et afsluttet underrum. Da E er afsluttet og konveks, fglger
af Projection theorem (21.5), at projektionen Pgh af h pa E entydigt minimerer normen ||h — z||
hvor x € E (dvs. ||h — Pgh| < ||h — z|| for alle x € E), og eftersom ethvert « € E er pa formen
x = auy + bug for a,b € C, vil Pgh € E ikke blot minimere normen, men ogsa give os de gnskede
a,b € C... safremt vi kan finde dem.

Og det kan vi! Jf. Theorem 21.11 vil

Pph = <h, €1>€1 + <h, €2>82.



0.6

0.4

0.2

PP R I R EUEI RS IR R 4.::«-_-]_.
0.2 0.4 0.6 08 1.0 1.2 14 15

Idet
! 2 g
o= [ vear <[22
0 3 o 3
0g
1
1
, 2v/12 2V/3 .
(h,eq) = / (V122%/2 — /32Y/?) da = l{fﬂ — \3/5:133/2]
0
0
_2V12 2v312v3-10v3 23
5 3 15 157
vil

2 2V/3 2 23 2 12 6 4 4
(PEh)(x)—gel(x)—i—Teg(x)—g—l—f(\/ﬁx—\/g)—gﬁ-ﬁx—ﬁ—gx—l-ﬁ

for = € [0,1], saledes at de gnskede a,b € Cera = 2 og b=

Nedenfor ses graferne for h og au; +bus i samme koordinatsystem. Bemserk, at arealet mellem graferne
over intervallet [0, 1] er meget smat; det er netop det som minimeringen af normen sgrger for.

(iii)

Bestem ||A||, ||k — au; — bus]| og ||aus + busl|, hvor a,b er som i spgrgsmal (ii).

Takket veere Pythagoras’ seetning (Theorem 21.11 (ii)) behgver vi kun at finde to af de ovenstaende.
Forst og fremmest vil

1

1

I = () = [ wde =3,
0

saledes at ||h|| = % Vi har ogsa jf. Theorem 21.11 (i), at Pph = auy + bug, samt at

4 12 112
Peh|? = [(hye) 2 + |[(h,ea) > = = + — = —=
IPEhI? = [{h,en)? + () = 5 + 5o = -,

saledes at ||au; + bug|| = || Peh| = 41—\?. Slutteligt fplger af Pythagoras, at

1 112 225 224 1
h—Pghl>=||h|? = |Peh|? == — —= =2 -2 =
1 = Pehll® = [PIF = IPehll” = 5 = 552 = =5~ 50 = 2507

hvormed 1

152"

Bemerk endvidere, at dette tal er szerdeles smat; en fin indikator for at projektionen har minimeret
normen i (ii).

||h —auy — bUQH = ||h — PEhH =



(21.6)

Vis, at for H = L?(X, A, ) og w € H, at maengden M- = {u € H| [uwdu = 0}* enten er {0} eller
et endimensionalt underrum i H.

Seetter vi

Mw:{ueHHu,w):O}:{ueH‘/uwduzO},

vil M- = Cw jf. Supplerende opgave 4, hvis altsa w # 0, dvs. w # 0. Her er M- altsa et endimen-
sionalt underrum. Hvis w = 0, vil M,, = H, hvormed M. = H+ = {0}.

21.7

Lad (ej);en veere et ortonormalt seet.

©)

Vis, at ingen delfolge af (e;);en konvergerer. Dog vil lim;_, .. (e;, h) = 0 for alle h € H.

Hvis (e;) en konvergerede, ville det specielt vaere en Cauchy-folge. Vi har dog for j, k € N med j # k,
at

llej — exll* = {ej,e5) — (ejr ex) — (ex, €5) + (e, en) =1 +1=2,
saledes at [|e; — ex|| = v/2. Dermed kan (e;) ikke veere Cauchy.

For h € H vil Zj’;l l{ej, h)|? = E;‘;l |(h,e;)|? konvergere med sum mindre end |h|? jf. Bessels
ulighed (Theorem 21.11 (iii)). Da giver Divergenstesten, at leddene i summen gar imod 0; dvs.
(e, h)|?> — 0 for j — oco. Kontinuitet af kvadratroden giver nu |{e;, h)| — 0 og dermed (e, h) — 0
for j — oo, som gnsket.

(ii)
Vis, at Hilbert-kuben
= 1
QZ: heH h:chej, ‘Cj‘S},jEN
j=1

er afsluttet, begreenset og kompakt.

Egentlig er det nok at vise, at @ er kompakt; i metriske rum er kompakte maengder afsluttede og
begraensede. Ikke desto mindre indgar afsluttet- og begreensetheden af @ i beviset for at @ er kompakt,
sa vi viser disse.

For enhver folge (¢;)jen med |¢;j| < % og h =372 cje; har vi, at

o0

IRl? = lesl?

j=1

jf. Theorem 21.11 (v). Idet |¢;|? < %2, vil ||h||? < %2, hvilket viser, at () er begraenset.

Hvis vi endvidere har en folge (hy)n>1 1 Q, som konvergerer i H imod h, har vi folger (c},);>1 for
hvert n > 1 med |¢Z,| < % og h, = Z(;il cle;. Seet nu ¢ = (h,e;). Davil ¢, = (hy,e;) — (h,e;) = ¢,
s&

9] = {he)] =t [(hes)] =l [c]] < =
Det genstar nu at vise, at h = 22, c/e;. Lad € > 0. Da findes N € N sd ||h — h,,|| < § for n > N.
JE. Theorem 21.11 (i) vil

k
h—ZC‘jej =||h— <h,€j>€j < h —
j=1

1 J

ches|| < I —hnll+||hn = ches||s

k
- 1 j=1

k k

<.
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idet Z?zl c{vej € span{ey, ..., er} og vi benytter trekantsuligheden. Der findes nu N; € N sa

k
hN—JZ:;cZVej <§
for k > Ny (idet hy = Zj‘;l chej). Altsa har vi for k > Ny, at
~ oy e €
h_;cjej < |[|h—hn|l+ hN_jz::lchej <§+§:5,

hvormed h =372 dejog h € Q.

Vi viser nu, at @ er kompakt (og nu bliver det tricky). Lad (h,)n>1 veere en folge i Q; vi viser, at
(hy,) har en konvergent delfglge.

1. Definér c¢j(n) = (hy,e;), og bemaerk, at |c1(n)] < 1 for alle n > 1. Altsa er (¢1(n))nen en
begraenset folge i C. Jf. Heine-Borels seetning har vi dermed, at denne har en konvergent delfglge
(c1(n1.k))ken, hvis graensepunkt vi kalder ¢;.

2. Idet |ea(n1k)| = [(An, ., e2)| < 1, far vi en konvergent delfglge (ca(nak))ken af (ca(nik))ken,
hvis greensepunkt i C vi kalder cp. Bemeerk, at (nox)ken er en delfglge af (n1 x)ken.

3. Rekursivt har vi for j =m — 1 hvor m > 2, at |y (Rim—1%)| = [(Bn_y 0 €m)| < L, séledes at
vi far en konvergent delflge (¢, (nm k))ken af (¢m (Mm—1,%))ken, hvis greensepunkt i C vi kalder
Cm. Bemaerk, at |c;,| < %, samt at (nm k)ken er en delfplge af (np—1.1)ken.

Man skulle ikke tro det, men denne proces giver os faktisk mulighed for at konstruere et punkt i @,
som er greensepunkt for en delfglge af (hy,)n>1. Bemeerk nemlig forst for m > 1, at vi for £ > m har at
N,k indgar som folgeelement i (ng—1 ;);>1. Denne folge er en delfplge af (ny—2 ;);>1 0g sa videre og sa
videre op til (ny, j)j>1. Altsa er ¢, (nk.x) et folgeelement i (¢, (M, ;) j>1. Faktisk er (¢ (nk.k))k>m
ogsa en delfplge. For k > m findes jo > k s& ng_1,j, = nkr 0g jo > k+ 1 sa Nkj; = Nk41,k+1- Da
(ng,;) er en delfglge af (ng_1 ;), har vi, at Nk jy = Nk—1,j, for et j1 > j. Sporgsmalet er sa, om

Nk—1,51 = Nk+1,k+1 > Nk k = Nk—1,jo-

Husk, at ng41,64+1 > Nky1,6. Da der findes j > k sé npq1 = ngj vil ng; > nyp, hvormed vi far
det gnskede: at fplgeelementerne i (nx—1 ;);>1 herende til ng p 0g nr41,5+1 er placeret sa den sidste
af de to kommer efter den forste. Ved at ga igennem delfplgerne op til (¢, (nm,j));>1, far vi at tallet
horende til ny i, er placeret strengt for tallet horende til ngqq g+1. Altsa er (¢ (nk,k))k>m en delfplge
af (¢ (nm,j))j>1, og dermed ma

cm (M) = Cm

for k — oco. Af dette fas en delfglge (hn, , )k>1 af (hp)n>1 sa
<h’nk,k76m> - Cm(nl@k) — Cm,

for alle m > 1. Vi definerer nu h = anozl Cmem; dette element eksisterer i H ved Parsevals identitet
og tilhgrer Q. Lad ¢ > 0. Tag N € N séledes at >\ 1 -7 < % (idet Yo, -2 er konvergent).
For m = 1,...,N tages My, € N sa |¢y, — cm(nig)| < \/SW for k > M,,. Da har vi for k >
max{Mi,..., My}, at at

oo
1D = P N7 = lem — em (i i)
m=1
N o
= Z lem — em(ng k) |2 + Z lem — em(ng k)2
m=1 m=N+1
N 2 s}
€ 4
< = _
<D ont X s
m=1 m=N+1
< &2

9

idet |¢m — em(nii)| < % for alle m. Altsa vil hy . — h, sa (hy,)n>1 har en konvergent delfplge.
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(21.12)
Lad (X, A, p) veere et malrum og (A;)jen C A veere parvist disjunkte maengder sa X = (J;cy 4;.

Definér
/ lu?du=0p, j€N.
Ac

J

Yj = {u € L*(n)

@)
Vis at Y; L Yy, hvis j # k.

Bemeerk forst, at hvis u € Y (vi skelner ikke mellem repraesentanter for sekvivalensklasser og eekvi-
valensklasser selv) for et j € N, vil |u|? € £!(u), hvormed 1,4;:,|u|2 veere malelig og integrabel. Jf.

Theorem 10.9 fas nu, idet u € Yj, at 1A§|u\2 = 0 naesten overalt pa X; altsa vil u(z) = 0 for neesten
alle z € Af, hvilket kan omskrives til, at 14¢|u| = 0 nzsten overalt.

Lad j,k € N med j # k og tag u; € Y; samt uy, € Y. Vi skal vise, at u; L ug. Idet 1ac|u;| = 0
naesten overalt og 14 |ug| = 0 ditto, har vi nu

(g )| < | ] d
:/1Aj|uj|\uk|du+/1A§|uj||uk|d,u
— [, fullus] an
Idet A; C A?, vil
/1Aj\uj||Uk\dM < /1Ag|uj||uk|du: 0,
saledes at (u;,ug) = 0, som gnsket.
(iif)
Find projektionen P;: L?(u) — Y.

For u € Y; ved vi, at
Lac(z)u(z) =0

nasten overalt. Altsd ma u = 14,u naesten overalt (dvs. der geelder lighed i L*(11)), sé et oplagt bud
ville veere, at projektionen er givet ved Pj(u) = 14,u for u € L?(p).

First things first. Definér en afbildning F': L?(u) — L?(p1) ved F(u) = 14,u. Da er F klart veldefine-
ret, idet [ |14,ul>dp < [|ul*dp < oo for alle u € L?(u). Det tager ingen tid at se, at F er en lineser
afbildning. For alle u € L?(y) vil

[ P@Ran= 15,0 au=o.

¢
J

s8 F(u) € Y;. Omvendt vil der for u € Y} geelde, at F(u) = 14,u = u i L?(u) som fundet ovenfor.
Altsa har F' billede lig Y}, sd Y; er specielt et underrum. Endvidere er F' kontinuert, idet

18 = FO)IP = [ [tau= Lol du= [1au=oPdu< [ o oPdp < fu-of?

for u,v € L?(u). Dette medfgrer bla. at Y; er afsluttet; da u,, — u i L?(11) og (un)n>1 er en folge i
Y;, vil up, = F(up) = F(u). Idet u, — u, ma v = F(u) € Y.

Nu har vi altsa vist, at Y; er et afsluttet underrum samt at F' er en lineser kontinuert afbildning med

billede lig Y;. Det lyder paent meget som om F' er den gnskede projektion; jf. Corollary 21.6 er det
eneste vi behgver at tjekke, at F(u) € Y; og u— F(u) € Y;* for alle u € L*(p); da ma geelde grundet
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entydighed, at P; = F. Vi ved allerede det fgrste. For u € L?(u) og v € Y; vil 14,v = v nzesten
overalt, hvormed

(u— F(u),v) = /(u —1q,u)vdy = /1A§u~ 1a,vdp = 0.
Altsa folger, at Pj(u) = 14,u for u € L*(u).

Blot for at opsummere: hvis F er et afsluttet underrum af et Hilbert-rum H og T: H — H er en
afbildning siledes at T'(h) € E og h — T'(h) € E* for alle h € H, da er T = Pg. Dette folger direkte
af Corollary 21.6 (ii), og det giver automatisk, at T er lineger. Vi var ngdt til at vise en raekke ting
om F ovenfor idet vi ikke vidste om Y; var et afsluttet underrum; dette fulgte af at (i) F' var lineeer,
(ii) F var kontinuert, (iii) F(u) = u for alle u € Y; og (iv) F(u) € Y; for alle u € L?(u). (iii) og (iv)
giver tilsammen at F’s billede er Y}, séledes at (i) giver at Y; er et underrum. (ii) og (iii) giver nu i
feellesskab, at Y er afsluttet.
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