SOLVKORN 2
Ringe etc.

Rasmus Sylvester Bryder

Jeg synes ikke, at bogen ggr nok ud af at forklare om ringe og ringhomomorfier,
sd lad dette dokument (prgve at) klarggre, hvad der egentlig sker i ringkapitlet
i Anders Thorups bog.

Nogle har tilsyneladende forstaet dem fuldstaendig.

Det er abenbart ikke accepteret alle steder, at ringe har et multiplikativt neu-
tralt element (altsa, at vi om multiplikativiteten kun har, at den er associativ og
brugt i den distributive lov). S& meget for global definition. P& engelsk hedder
disse ringe, der indeholder 1, "unit rings".

Det er ikke en selviglge, at ¢(1) = 1 er opfyldt for en afbildning p4& R — R/,
der opfylder (3.1.1). Betragt for eksempel Z — Maty(Z) givet ved, at z € Z
bliver fgrt over i 2 x 2-matricen med x i gverste venstre hjgrne og 0 pa de andre
pladser. Da er de to fgrste betingelser opfyldt, men billedet af 1 er tydeligvis
ikke enhedsmatricen.

En grund til, at det kraeves, skyldes nok observation 3.2: det er praktisk at
have, at billedet af et element er invertibelt hvis elementet i originalmaengden
er det.

Vi har selvfglgelig, at ©(0) = ¢(0) + ¢(0), hvorpa

©(0) = ((0) + ¢(0)) — »(0) = 0.

Dette gaelder for alle ringe og ringhomomorfier.

(1) = 1 er automatisk opfyldt, hvis R # 0 og R’ er et integritetsomrade.
Vi har nemlig, at ¢(1) = ¢(1)¢(1), hvorpa ¢(1)p(1) — ¢(1) = 0, hvorpa altsa
©(1)(¢(1) = 1) =0. Idet 0 # 1 er 0 # ¢(1), s& da R’ er et integritetsomréde,
mé ¢(1) = 1. Det galder selvfplgelig ikke generelt, si betingelsen er tilfgrt for
at bevare denne stabilitet.

Beviset for at en ringhomomorfi er injektiv hvis og kun hvis kernen er
nulelementet, folger af at betragte ringenes additive grupper og benytte lemma
GRP(5.4). Bogen kalder dette at "opfatte ¢ som en homomorfi af kommutative

grupper".
Vi har, at ¢(—a) = —¢(a). Det fglger af fplgende udregning:
0=(0) = p(a+(=a)) = p(a) + ¢(—a).

Altsé er ¢(—a) den additive invers til p(a), nemlig —p(a).
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Noget generelt om ringe, som lige kraever en afslutning: @ — p = 0 hvis
og kun hvis o = p.

"eha=at+0=a+(—p+p) =(a+(-p)+p=0+p=p.
"sma—p=a—a=0.

Noget om idealer skal der ogsa vaere plads til. Lad R veere en ring.

Hvis ¢ € (a), mad ¢ = ra for et vist r € R. Lad s € R vare givet. Da
har vi, at sc € (¢). Da sc = s(ra) = (sr)a € (a), har vi, at (¢) C (a).
Vi har selviglgelig, at (c) = (a), hvis ¢ og a er associerede.

Hvis u er en enhed, er (u) = R. Vi har nemlig, at 1 = vu™! € (u), idet
u~! € R, da u er en enhed. Derpa er r = r1 € (u) for alle r € R.

Den anden implikation geelder ogsa. Lad u veere givet, si (u) = R. Da er
1 € (w); dvs. 1 = ru for et passende r € R, men da ser vi, at u er invertibel med
s som invers. u er en enhed.

Det var sa 5.4(1).

Lad p € R. Vi beviser lige saetning 5.4(6), altsd at p er et primelement i
R, hvis og kun hvis (p) er et primideal.

Antag, at p er primelement - da er p hverken 0 eller en enhed. Lad a,b € R
veere givet, s& ab € (p). Da har vi, at ab = pr for et r € R, dvs. at p | ab. Men
da p er et primelement, galder enten at p | a eller p | b. Da geelder enten, at
a = qp eller b = sp for vist ¢ € R eller s € R, hvorpa a € (p) eller b € (p). Da er
(p) et primideal, da (p) # R, idet p ikke var en enhed.

Vi husker, at (0) er et primideal, hvis R er et integritetsomrade (2.10).

Antag, at (p) er et primideal og at p # 0. Da er (p) gte, s p er ikke en
enhed jf. 5.4(1). Lad a,b € R vaere givet, si plab. Da har vi, at ab = rp for vist
r € R, derpa gelder, at ab € (p). Da (p) er et primideal, geelder, at a € (p) eller
b € (p), dvs. enten a = gp eller b = sp for passende ¢, s, og dermed enten p | a
eller p | b. Da er p et primelement.



