SOLVKORN 3
Differentiable kurver 1 C

Rasmus Sylvester Bryder

Alle intervaller I C R er abne i det fglgende.

Definition 1. Lad I C R vare dben. En kontinuert kurve i C er en afbild-
ning v : I — C pa formen ~(t) = f(t) + ig(t), hvor f, g er kontinuerte reelle
afbildninger defineret pa I.

Bemaerkning 2. Ovenstaende definition medfgrer selvfglgelig, at v selv er kon-
tinuert:

[y(t) = v(to)* = [£(t) = f(to)” + |g(t) — g(to)]*.

Der geelder faktisk hvis og kun hvis, thi bade |f(t) — f(to)|? og |g(t) — g(to)|? er
mindre end |y(t) — v(to)|? jf. ovenstiaende; derfor kunne det lige sa godt ligge i
definitionen, at v var kontinuert.

Bemsaerkning 3. Da f og ¢ i definitionen er antaget at vaere reelle funktioner,
vil Rey = f og Imy = g; altsa v = f + ig.

Eksempel 4. (i) 71 : R — C givet ved 7 (t) = t + it? er en kontinuert kurve
i C, der har parablen y = 22 som graf fra R til R. I det hele taget kan enhver
kontinuert reel funktion f defineret pa et interval I udtrykkes som en kontinuert
kurve i C, idet vi betragter funktionen ¢ — ¢ + i f(¢). Dennes udseende i C vil
da veere grafen af f(¢) fra I ind i R.

(7) v2 : R — C givet ved 72(t) = cos(t) + isin(t) er en kontinuert kurve i C,
der har enhedscirklen i det komplekse plan som graf.

Definition 5. Lad I C R vere aben og lad tg € I.

Den kontinuerte kurve ~ : I — C kaldes differentiabel i ty, hvis greenseveer-
dien limy_0 A= (y(to + h) — ¥(to)) eksisterer og denne kaldes i s& fald differen-
tialkvotienten eller kurvens afledte ity og betegnes +'(g). Er v differentiabel for
alle to € I, kaldes « en differentiabel kurve pd I (i C).

Bemszerkning 6. Da vi undersgger differenskvotienten omkring ¢ty € I C R,
altsd i et reelt interval, og da det skal give mening at tage v pa ty + h, skal
h € R. Differentiabiliteten er altsa en form for reel differentiabilitet.

Saetning 7. En kontinuert kurve v i C er differentiabel pd et interval I, hvis
og kun hvis Rey og Im~y er reelt differentiable pa I.

Bevis. Lad a € C. Vi har for tg € I, at

7(t0+h})Lfv(to) —a=— Re“/(toJrh})l*Re’Y(to) —Rea +1 (Im’Y(t0+h’2*Im’Y(t0) _ Ima) .
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Specielt kan vi tage leengden af disse komplekse tal:

2

y(tot+h)=(te) _ — Ima

) a‘ _ ‘Re“/(toﬁ-h]z—Re"/(to) N Rear n ‘Imv(to—kh}z—lmv(to)
Antages, at 7 er differentiabel i ¢y med differentialkvotient a, vil venstresiden
ga imod 0, nar vi lader A — 0. Da vil hgjresiden ogsa ga imod 0, og vi far, hvis
vi kalder de to led hhv. pog g, at 0 <p<p+¢g—0samt 0 < qg<p+qg— 0,
hvorpa

Rev(to+h)—Revy(to) Im~y(to+h)—Imy(to)
h h

—Rea — 0 og — Ima — 0,

hvorpa Rey og Im~ er differentiable i #y. Et tilsvarende argument kan bruges
den anden vej; lad Revy/(to) = b og Imv/ (o) = ¢, og st a = b + ic. O

Bemesaerkning 8. Vi far altsa i beviset givet for ty € I og en differentiabel kurve
~v: I = C, at v (to) = Revy/(to) + iIm~y'(to).

Bemsarkning 9. (i) Idet komplekse tal kan ses som vektorer i planet, far vi
for enhver reel differentiabel funktion f defineret pa et reelt interval I, at dens
graf er svarende til kurven ~y i C givet ved ~¢(t) = t + if(t). Den tilhgrende
vektor er altsa (t, f(t)).

Det er klart nu, at ¢ er differentiabel pa I, og at 7} (t) = 1+if'(t). Vektoren
hgrende til differentialkvotienten er altsa (1, f'(t)), svarende til, at nar vi gar en
enhed til hgjre pa den reelle akse, gar vi f'(t) enheder opad pa den imaginare
akse. Vores almindelige grafiske intuition af tangenter i differentiabilitet for reelle
funktioner kan altsa overfgres let til differentiable kurver lavet ud fra disse.

(ii) Betragter vi en vektorfunktion I — R? givet ved t — (f(t),g(t)), hvor
f,9 : I — R er differentiable, og lader ty € I, vil vi finde den tangerende
linje til funktionen i (f(¢o), g(to0)), og vi seger derfor at finde tangentvektoren.
Vektorfunktionens differenskvotient er

(f(to+h),g(to + h)) = (f(to), 9(to))
h

= (3 (f(toF+h)—f(t0)), - (9(to+h)—g(t0))),

som gar imod (f'(t0),¢'(to)), hvis vi lader h — 0. Altsa er tangentvektoren
(f'(to), g (to))-

Da vektorfunktionen kan identificeres med kurven t — f(t) +ig(t) i C (idet
de komplekse tal kan ses ved vektorer i R?), vil tangenten til vektorfunktionen
i et punkt ligeledes blive overfgrt til kurven. Vi ser ogsa, at kurven er differen-
tiabel, den afledte er selviglgelig ¢ — f'(t) + ig’(t), og denne kan identificeres
“tilbage” med tangentvektoren. Altsa er tangentbegrebet let at overfgre generelt
fra differentiable vektorfunktioner I — R? til differentiable kurver I — C.

Tangentbegrebet defineres ud fra vores saedvanlige idé om tangenter.

Definition 10. Lad « : I — C veere differentiabel i ¢y € I med differentialkvo-
tient v/ (to). Hvis 7/(tg) # 0, definerer vi tangenten til v i v(to) til at veere
afbildningen 7' : R — C givet ved

T(s) = y(to) + 57 (to).
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Bemaerkning 11. Vi kan selvfglgelig ogsa g& den anden vej. Tangentens for-
skrift kan opdeles i en real- og en imaginaerdel, og tangenten kan ses som en
parametriseret vektorfunktion R — R? ved

70 = Tuieg )+ (Tmyty ) 2<%

Tangentvektoren er altsd (Revy'(to),Im~'(t9)). Dette stemmer overens med, at
kurven kan identificeres med vektorfunktionen (Revy,Imy) med tilhgrende tan-
gentvektor. Her ses ogsa, hvorfor vi er ngdt til at antage, at v/(to) # 0, for at
det giver mening at tale om en tangent: nulvektoren er ikke en (specielt god)
tangentvektor.

Eksempel 12 (Eksempel 4 fortsat). (i) v1 : R — C givet ved 7y (t) = t + it?
har den afledte 4 (t) = 1 4 i2¢t. Tangenten i vy, (1) = 1 + 4 er derfor

T(s) =141+ s(1+ 2i);

set i R? er parameterfremstillingen T'(s) = (1,1) + s(1,2), som udtrykker grafen
for den reelle funktion s+ 2(s — 1) +1=2s — 1.

(i) v2 : R — C givet ved v2(t) = cos(t) + isin(t), som giver enhedscirklen
i C, har den afledte v4(t) = —sin(t) + i cos(t). I y2(7/2) = i fas v4(to) = —1.
Tangenten er derfor T'(s) =i —s; i R? har vi T(s) = (0,1) +s(—1,0) eller s > 1
ved R — R.

Bemseerkning 13. En differentiabel kurve i C pa et abent interval er ikke
holomorf, thi abne intervaller i R ikke er abne i C.

Bemsaerkning 14 (Geometrisk fortolkning af differentialkvotient for komplekst
differentiabel funktion i zg, nér f'(z9) # 0). Lad G C C veere dben og zg € G, og
lad f : G — C veere holomorf i G. Vi kan lade en differentiabel kurve v: I — G
ga igennem zg, sa der findes to € I, s& y(tg) = 2o.

Antag, at 7/ (tg) # 0. Da vil der findes en tangent til v i y(tp) = 20, og denne
er pa formen zy + sv/(to), s € R. Vi bider meerke i, at 7'(t9) ogsd kan ses som
en tangentvektor i det komplekse plan med modulus r; og argument «; (vinkel
mellem realakse og vektor i positiv retning).

f vil sende kurven v over i en ny differentiabel kurve f o+ (at den er differen-
tiabel, folger af beviset i Complex Analysis s. 13). Idet vi antager, at f'(zg) # 0,
vil (foy)(to) = f'(v(to))v (to) = f'(20)7 (to) # 0, vil der findes en tangent til
fov1if(z0) (= (for(to)) pa formen f(z0) +vf'(20)7 (to), v € R.

f'(20) er et komplekst tal med modulus ry og argument ay. Betragter vi
altsd f'(z0)v'(to) som tangentvektor for tangenten til f o~y i f(zo), ser vi, at
dennes lengde er 7179, og at dens argument er a; + as.

Altsd bestemmes tangentvektoren til billedkurven f o~y i f(20) ud fra tan-
gentvektoren til kurven v i zo ved at gange lengden med |f'(zo)| og dreje vektoren
arg(f'(z0)) i positiv omlpbsretning. Tangenten i sig selv drejes arg(f'(zo)) 4 pos-
itiv omlgbsretning.

Har vi slutteligt en anden differentiabel kurve 4 gaende igennem zy, hvor tan-
genten til 4 i zp har argument 6, vil foregaende overvejelser give, at argumentet
for tangentvektoren til f o 4 vil tilleegges arg(f/(zo)) ligesd, med argument
0 + arg(f'(z0)). Vinkelforskellen mellem tangenterne til v og 4 er 6 — ay.



SOLVKORN 3

Vi far nu, at vinkelforskellen mellem tangenterne til den nye billedkurve
f o4 og den gamle billedkurve f o~y i f(z9) er (6 + as) — (a1 + a2) =0 — ay.
Altsa bliver vinkelforskelle beholdt ved holomorfe funktioner. Specielt vil kurver
gaende igennem zg, der har ortogonale tangenter i zg, blive sendt til kurver med
ortogonale tangenter i f(z).

Hvis et punkt yo ligger taet til venstre for den differentiable kurve y i forhold
til den retning, som kurven gar i, kan vi lave en ret (differentiabel) kurve fra et
punkt pa kurven zy, der ender i yy. Vinkelforskellen mellem den rette kurve og
tangenten til « i zg vil da blive bibeholdt i billedet af f, og derfor vil punktet
f(yo) ogsa ligge til venstre for f(zp) i forhold til (retningen pa) billedkurven

fon.



