SOLVKORN 8
Topologi og konvergente net

Rasmus Sylvester Bryder

Malet med dette korn er at vise sammenhaengen mellem topologier og de kon-
vergente net pa en mangde X.

Definition 1. Huvis (A, <) er en mengde med en ordning, sdiledes at der for
vilkdarlige a,b € A findes c € A, sé a < c og b < ¢, kaldes A en rettet mengde.

Eksempel 2. N er en rettet maengde; ditto R.

Definition 3. Lad X vere en mengde. En funktion o : A — X, hvor A er en
rettet mengde, kaldes et net. Vi veelger i praksis at definere o, := a(a); et net
angives typisk ved (q)acA-

Eksempel 4. Alle folger er net, med A = N.

Definition 5. Lad (X, T) vere et topologisk rum. Et net (a)aca @ X siges at
vere konvergent med grensepunkt A € X, hvis der for enhver omegn U af
A findes N € A, sé a > N medforer a, € U. Vi skriver ag — .

Bemarkning 6. Bemark, at vi ikke kreaever, at X er et Hausdorff-rum, hvorpa
nettet sagtens kan have flere graensepunkter.

Seetning 7. Hvis der gelder for to topologier T,T' pd X, at T = T, vil alle
konvergente net i en af topologierne vere konvergente i den anden, med samme
grensepunkter.

Bevis. Abenlyst. O
En velkendt satning fra topologi folger:

Szetning 8. Lad A C X, hvor (X,T) er et topologisk rum. A bestir af alle
grensepunkter for net i A.

Bevis. Lad z € A og lad O, C T vere systemet af omegne af z. Vi kan ggre
O, til en rettet maengde ved at indfgre ordningen U <V < V C U, altsa ved
omvendt inklusion — relationen er dermed refleksiv, antisymmetrisk og transitiv,
og da O, er stabil under snit, er O, en rettet mangde. Veelg nu xy € U N A for
U € O,, hvilket er ladsiggerligt, da enhver omegn af x snitter A, idet 2 € A.
(zy) er nu et net i A, og vi har for enhver omegn V af z, at hvis U > V, vil
zypeUCV,sdzy — .

Lad omvendt y veere graensepunkt for et net i A, (yq)acs. Lad U veere en
omegn af z. Der findes nu b € J, s& y, € U for a > b. Da y, € A for alle a, vil
y € ANU,s8 ANU # 0 og x € A. O
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I lang tid undrede det mig, hvorledes det kunne lade sig ggre, at to systemer af
abne maengder 7,7’ var ens, hvis alle net, der var konvergente i den ene, ogsa
var i den anden, med samme graensepunkter. Dette er mit bud pa, hvorledes det
kan lade sig ggre.

Bevis. Lad B € T. Davil B¢ = B¢i (X,T), sa Bi (X, T) bestar udelukkende
af graensepunkter for sine egne net. Vi vil vise, at B¢ = B¢ i (X, T’) (vi husker,
at kun afslutningerne afhaenger af hvilke topologier, der tages i brug — B¢ er
uafhaengig, thi B blot kan betragtes som en mangde).

Lader vi x veere et greensepunkt for et net (z,) 1 B¢ i (X, T’), vil dette net
altsd ogsa veere konvergent med samme graensepunkt z i (X, T ), hvilket fglger
af antagelsen. x vil altsa ligge i B¢ = B¢ i (X, T). Altsa er B¢ = B°i (X, T),
hvorpad B € T'. Den anden inklusion vises analogt. O

Lades X vaere maengden af konvergente net (med graensepunkter) pa et topol-
ogisk rum (X, 7), kan vi nu betragte (X, X). Vi vil forspge ud fra denne sam-
mensatning at danne en topologi og vise, at vi far den samme tilbage.

Lades A C X, defineres A som veerende maengden bestiende af alle graense-
punkter for konvergente net indeholdt i A. En delmangde kaldes lukket, hvis
A = A. Vi har, at § og X er lukkede. Lades en vilkirlig familie af lukkede
maengder A; vaere givet, vil x € [ A; medfere, at « er graensepunkt for et konver-
gent net i) A;. Nettet er indeholdt i alle A;, som er lukkede, s& graensepunktet
er ogsa indeholdt i alle, og dermed er (] A; lukket. Lades en endelig familie af
lukkede meengder Ay, veere givet, vil z € | J Ay, medfgre, at x er greensepunkt for
et konvergent net i | J Ax. Der ma findes et I, sd x € A;. Hvis ikke, ville der for
alle delnet opnaet ved restriktion af netelementer til hvert enkelt Ay galde, at
de ikke konvergerede imod x, hvilket ikke er muligt, eftersom delnet har samme
graeensepunkt som nettet selv — hvis de konvergerede imod x, ville 7 € A = Ay.
Altsa er foreningen lukket.

Dette giver os en topologi Tx ved at definere en aben mangde som vaerende
komplementet til en lukket (det fglger af De Morgans love). Men er denne den
samme som T 7

Svaret er ja. Hvis A € T, vil A€ vaere lukket og besta af sine graensepunkter.
Dermed er A€ lukket i Tx-forstand. Hvis A € Ty, vil et z € A° C X veere
greensepunkt for et konvergent net (z,)qes i A°. For enhver omegn U € T af x
findes altsd N € J, sd x, € U for a > N. Dvs. at z, € A°NU for alle a > N,
s A°NU # 0, og A€ er lukket i T-forstand.




