SOLVKORN 11
Eksponentialfunktioner og logaritmer

Rasmus Sylvester Bryder

Findes der for b,y > 0 et € R, s& b* = y? Svaret er ja (undtagen for b = 1,
y # 1), og det er alment kendt, at logaritmefunktionen gor et godt stykke arbejde
i den sammenhang. Men hvad er logaritmefunktionen, og hvordan defineres den?
Vi vil i dette korn forsgge at definere dem som inverser til eksponentialfunktioner
pa R. Fgrst ma vi dog definere en sadan eksponentialfunktion; giver det mening
at tale om b"? Svaret er ja, hvis vi samtidig gerne vil sgrge for, at den er
kontinuert.

1 Den kontinuerte udvidelse af b?

For b > 0 giver det mening at definere funktionen g : Q — R ved g(q) = b? (vi
tager den n’te rod af b, hvor n er naevneren og oplefter i tzelleren). Funktionen ses
let at veere veldefineret. Potensregnereglerne fglger let for rationale eksponenter.

Seetning 1. Funktionen g, : Q — R ved gp(q) = b? kan udvides til en og kun
én kontinuert funktion g, : R — R.

For at ggre dette vil vi for ethvert irrationalt tal lade b* veere greensen for b7
for ¢ — . Vi vil nu retfeerdigggre dette ved hjalp af Arkimedes’ princip og
supremumsegenskaben. Vi vil i det fglgende (af meget gode grunde) antage, at
b # 1, idet tilfzeldet b = 1 er klaret af den kontinuerte funktion = — 1.

Lemma 2. For ethvert x € R findes en folge (q,) i Q, sd q, / x og en anden
folge (r,) i Q, sd r, \ z. Specielt er Q tet i R i den sedvanlige metrik.

Bevis. Vi antager, at « ¢ Q (thi vi ellers kan benytte en konstant fplge). Vi kan
endvidere antage, at = > 0; nar begge dele er vist, fglger det negative tilfeelde
af at vaelge folger for —x, hvormed de tilsvarende negative fglger konvergerer op
og ned imod .

Vi vil konstruere (gy,) sa gy, far den (n —1)’te decimal med fra z. Lad n € N.
Lad N,, veere det mindste naturlige tal sa NV,, > 10"z (muligt ved Arkimedes’
princip og supremumsegenskaben), og lad

N, -1

10n
Det er klart, at ¢, < x, da N,, — 1 < 10"« (hvis der gjaldt andet, ville 2 enten
veere rational eller der ville veere strid imod at N,, var valgt mindst muligt) og
N, —1 er det stgrste naturlige tal mindre end 10™z (var der et storre, ville N,, <
10™z), og at |¢, — x| < 10~™. Hvis nemlig |¢, — x| > 10", ville 10™(z —g,) > 1
samtidig med at

qn =

10"(x — qn) = 10"z — (N, — 1) < 1.
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Sidst mangler vi at vise, at (g,,) er voksende. Vi har, at N, ;1 — 1 er det stgrste
naturlige tal mindre end 10" "1z, hvormed 10(N,, —1) < N,.1—10g ¢ < @ny1-
Altsa vil ¢,  x. Inspireret af ovenstéaende veelger vi r, = 107" N,,, hvormed
Irn — x| = |gn + 107" — 2| < |g, — x| + 107" < 2-107" og r, N\, x, thi
10N, > Npt1. O

Lemma 3. Hvis b > 0 o9 ¢1 < q2, q1,92 € Q, er b&* < b2, hvis b > 1, og
bt > b2 hvis 0 < b < 1.

Beuvis. Tilfzeldet g1 = go er trivielt, sa antag, at ¢; < ¢2. Antag fgrst, at b > 1.
Lad ¢ € Q4 og skriv ¢ = /s, hvor s > 0. Da er Vb > 1, thi hvis ikke, ville

b= (V) < (Vb <. <1,

en modstrid. Dermed er ¢ > 1. Lad ¢ = g2 —q1; daer 82279 > 1 og voila. Antag
derpa, at 0 <b < 1. Daer b=! > 1, hvormed (b~1)%~% > 1 og b1~ < 1. O

Herpa fglger en reekke lemmaer om konvergens.
Lemma 4 (Bernoullis ulighed). (1 +2)" > 1+ nx for allen € N og z > —1.

Bewis. Vi beviser ved induktion. Saetningen er tydeligt klar for n = 0. Antag,
at det er sandt for n = m. Da er

1+2)" >0 +2)1+mz) =14+ (m+ Dz +ma®>1+ (m+ 1)z,
af hvilket det gnskede fglger. O
Lemma 5. Huisb>1o0gn €N, er

b

b 1 1
l——<b mn<l<br <14 —.
n n

Bevis. 1 < b» er Klart. Antagelsen om at b >1+ % medfgrer, at

b\" b
b2<1+) >1+n—=>b+1
n n

(grundet Bernoullis ulighed), altsa en modstrid. De to andre uligheder fas ved
at tage reciprokke, thi (14 2)7' = 2p =1 - o >1- L, O
Lemma 6. Lad b > 0. Der findes for alle ¢ > 0 et § > 0, sd

lg) <9, g€ Q= b —1| <e.

Beuis. Lad5>00gladneN,sén>E.For—%<q<%,q€(@,vil

L AP Ryt L
n n
jf. Lemma 3 og Lemma 5. Altsa vil [b7 — 1| < £ < e for |¢| < L. O

Vi er nu klar til den fgrste store satning.
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Saetning 7. Lad b > 1 og x € R. Der findes ét a € R, si der for alle ¢ > 0
findes 6 > 0, sd
lg—x| <d, g€eQ=la—bI<e.

Bevis. Lad (ry,) veere en folge i Q sé ry, \ z, altsé sa |r, — x| < + (ladsiggorligt
ved Lemma 2).
(i) Lad € > 0. Vi har jf. Lemma 3, da r,,, < r; for alle m € N, at

|b7’n _ bT‘m| — brm|b7"n—7’m _ 1| S bT‘l |b7‘n—7’m _ 1|

Vaelg med Lemma 6 et ¢ > 0sa |¢] < 6, ¢ € Q medfprer |b7—1| < eb~"*. Da (ry,)
er Cauchy, findes N € N s |r, — | < 0 for n,m > N. For n,m > N vil altsa
gelde, at |[b™ — b™™| < g, hvormed (b™) er Cauchy i R og dermed konvergent
mod et tal a € R, da R er fuldstaendig.

(i) Lad € > 0 og valg jf. Lemma 6 et 61 > 0 sd |p| < 01, p € Q, medfgrer
[P — 1| < 5. Lad Ny € Nsa Ny > 25;1. Lad endvidere No € N, s n > Ny
medfgrer [0 —a| < § pr. (i). Lad N = max{N;, N2} og sidst § = N~*.

For |z — ¢| < 4, ¢ € Q, har vi altsa

|q—rn|§\q—yc\—|—|ac—7"N|<2N_1§2Nfl<(517

hvormed [b7~"~ — 1| < 55+ Nu vil

b9 — af < b7 = BN+ oY = a] < BB < 1]+ S <

Altsa har vi det gnskede.

(#i) Antag, at ¢ € R opfylder betingelsen og lad € > 0. Der findes 61,2 > 0
sa betingelsen er opfyldt med e for henholdsvis a og c. For |¢— x| < min{dy, J2},
g€ Q,vil |a—c¢| <|a—bl+ |b?—¢| < 2e. Da dette geelder for alle e > 0, mé
a = ¢, hvormed a er entydigt bestemt. O

Vi kan nu, med Satning 7, bevise Saetning 1.

Bevis for Setning 1. Lad forst b > 1. For alle z € R lades g,(x) veere det a, der
blev fundet for det konkrete x i Saetning 7.

Vi viser nu, at g faktisk er kontinuert pa hele R. Lad ¢ > 0 og valg et
d > 0 sa betingelsen i Seetning 7 er overholdt med §. Lad endvidere ¢ € Q s&
lg — x| < 2716 jf. Lemma 2. Forde y € Rsa |y —z| < 27, vil |y —q| < §
grundet trekantsuligheden, hvormed

196(y) — go(2)| < [go(y) — 7] + [b7 — go(2)] < e.

Der findes kun én kontinuert udvidelse f af ¢ — b?, thi kontinuitet af f medfgrer
betingelsen i Seetning 7, hvormed f(x) = gy(z).
For 0 < b < 1 lades gp(z) = gp-1(—x), som ogsa er kontinuert pa R. O

Definition 8. For alle b > 0 defineres b* := gy(x). R 3 z — b kaldes ekspo-
nentialfunktionen med grundtal b.
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De kendte regneregler galder stadig, thi vi for alle reelle x nu bare kan vaelge
rationale fglger, der gar imod dem:

Sxetning 9 (Regneregler for eksponentialfunktioner). For a,b > 0 og z,y € R
geelder:

(z) bz+y — pTpY
(i) b*v = &
(iii) (b°)Y = bov
(iv) (ab)® = a®b*
() ()" =%

Bevis. Lad ©,, = ¢, Yn — Y, Tm,yn € Q. (i) og (iv) folger let af kontinuitet.
(iii) folger af, at

(b%)Y = (pHimm Ty imn Y = Jim (p7m ¥ = lim b Y.

(ii) folger af ovenstaende, samt (i); (v) folger af ovenstaende, samt (iv). O

Seetning 10. Hvisb> 0 ogx <y, x,y € R, er b* < b¥, hvis b > 1, og b* > bY,
hvis 0 < b < 1.

Bevis. Lad s > 0 og ¢, s, rn \y 8, hvor ¢,,r, € Q. Hvis b > 1, er (b?")
voksende jf. Lemma 3, og altsd ma b* > b9 for alle n € N (thi hvis ikke, ville
bi ikke konvergere imod b°). Hvis der ikke fandtes n € N, sa ¢,, > 0, ville ¢, <0
for alle n, i modstrid med ¢, 7 s. Altsa vil b* > b9 > b = 1. For 0 < b < 1
vil (5°)71 = (b71)® > 1 jf. regneregel (iii), hvormed b° < 1. Seet nu s =z — y og
benyt regneregel (ii). O

Lemma 11. For alle rationale tal a > 2 og for ethvert n € N er a™ > n.
Bevis. Jf. Lemma 5er 1 <n=» < 1 + % < a. O

Lemma 12. For b > 0 har z — b* verdimengde (0,00).

Bevis. Lad fgrst b > 1. Lad N € N, sa N > ﬁ. Ved Bernoullis ulighed er
W >14+(N+n)b—1)=1+N0b—-1)+nb+1) > 2.

Altsa er bV+* > N4 jf. Lemma 11. Det folger nu, at = — b* er ubegreaenset
opadtil. Hvis * < 0, ville der grundet Seetning 10 geelde, at 6?7 < 0 for et
rationalt ¢ < z — en modstrid. Ved at tage reciprokke fglger det nu for 0 < b <
1. O

Saetning 13. Lad b > 0, b # 1. For alle ¢ > 0 har ligningen ¢ = b* én lgsning,
hvormed x — b*, R — R, har en invers.

Bewis. Grundet foregiende lemma har ligningen en lgsning. Da =z +— b" er
strengt monoton jf. Seetning 10, er der kun den ene lgsning. O

Definition 14. En funktion f : A — B mellem to partielt ordnede mangder
A og B siges at bevare orden, hvis a; < az medfgrer f(a1) < f(az) for alle
ai,az € A, og at vende orden hvis a; < as medfgrer f(a;) > f(az) for alle
ai,as € A.
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Saetning 15. Lad A, B vere partielt ordnede mengder, begge udstyret med or-
denstopologien. En kontinuert og bijektiv funktion f : A — B, som enten bevarer
eller vender orden, har en kontinuert invers f 1, som bevarer orden, hvis f gor
det, og omvendt (man siger, at de har samme orden,).

Bevis. Lad G vaere aben i A. Hvis A ikke har et stgrste eller mindste element,
kan vi skrive G = J,(a;,b;). For alle i er f((a;,b;)) sammenhaengende, thi f
er kontinuert, hvormed f((a;, b;)) er et dbent interval, thi f enten bevarer eller
vender orden. Nu er

(b f bevarer orden

(fH @) = f(G) = Uf((ai,bi» = { H{?EZZ;:;@:;; f vender orden,

som uanset hvad er aben i B. I tilfeeldet hvor A har et stgrste og/eller mindste
element indses, at B har et storste og/eller mindste element (afthaengigt af f),
og hvis G indeholder et eller begge af disse endepunkter, vil f(G) stadig veere
iben grundet definitionen af ordenstopologien. At f~! har samme orden som f
folger af bijektivitet. O

Definition 16. Lad b > 0, b # 1. Logaritmefunktionen med grundtal b defineres
til at veere den inverse funktion til x — b og betegnes log, : Ry — R.

Det fglger af Saetning 15, at log; er kontinuert og har samme orden som x — b”.

Sxetning 17 (Regneregler for logaritmefunktioner). For a,b,z,y >0, a,b+# 1,
r € R geelder:

(i) logy(xy) = logy () + log, (y)
(i) logy,(3) = log,(x) — log, (y)
(iii) log,(z") = rlog,(z)

(iv) log,(z) = log,(a)log,(z)

Bevis. Vi benytter regnereglerne for eksponentialfunktionen. (7) folger af lighe-

den
blogb(wy) =y = blOgb(w)bIOgb(y) — blogb(m)Jrlogb(y)‘

Da der kun er én lgsning ¢ € R til ligningen b° = zy, ma log,(zy) = log,(v) +
log, (y). (iii) folger samme princip, idet b°8:(*") = g7 = (ploge(®))r = priog, (@),
Nu folger (i), og (iv) folger af x = a'°8a(*) = (plogs(a))log, @ — plog,(a)log,(x) [

Altsa er vi, ud fra et gnske om at bestemme en funktion som kan lgse ligningen
y = b, endt med en, som gor det, og som opfylder alle de regler vi er vant til,
at den gor. But wait, there’s more.

2 Differentiabilitet af b”*

Vi kan faktisk benytte alt det foregdende, samt noget nyt, til at vise, at ek-
sponentialfunktioner og logaritmefunktioner er uendeligt ofte differentiable! Vi
starter med at generalisere Bernoullis ulighed.

Lemma 18. (1+z)" > 1+rx forr € R, r>1 og x > 0.
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Bevis. (i) Lad n € N. Med Bernoullis ulighed (Lemma 4) far vi

(1+n+1) B n(n+1) + nx n_ B T "
a+rze <<n+1><n+x>> ‘(1 <n+1><n+x>>
2 1_(n—|—1)(n—|—:ﬁ)'

Vi har nu, at

(n+1)%(n + ) (1 + nil> <1(1++"53L
2 (nt1)n x)(1+n+l> (l(n—i-l)(n—i—x))
= (n+D)+2)(n+)(n+2z)—nx
= m+1)*m+z)+z((n+D(n+2)—n(n+1) —nx)
= (n+1)*(n+x)+a?
> (n+1)*(n+a);

dermed er fglgen (1 + Z)" voksende, for alle 2 > —1.
(i) Vi viser fgrst uligheden for ¢ € Q, ¢ > 1. For ¢ = £ > ler r > s,
hvormed (1 + £)" > (14 £)* for y > 0 jf. (i). Dermed er

T S
(1+%) z(1+%) =(1+qz)" > 1.

Ved at tage den s’te rod fas det gnskede. Lad nu ¢, \, 7, ¢, € Q. Da vil
I+2) — (1 +rz) =lim,[(1 +2)™ — (1 + guz)] > 0, grundet kontinuitet af
y+— (1 + )Y, og det gnskede er vist. O

Lemma 19. En monoton, begrenset falge (x,) i R er konvergent.

Bevis. Hvis (z,,) er voksende, har {z, }nen ifolge supremumsegenskaben et su-
premum z. Lad € > 0. Der findes et N € Nsa xn > z—¢, thi ellers ville z—¢ vaere
en majorant for {z,,}. Dama z,, > x—cforn > N.Daerz—ec <z, <z <z+te
for n > N og =, — .

Hvis (x,) er aftagende, har {z,}nen har ifslge supremumsegenskaben et
infimum z. Lad € > 0. Der findes et N € Nsa zy < x+e¢, thi ellers ville xz+¢ veere
en minorant for {z,}. Dama z, < z+eforn > N.Daerz—c <z <z, <xz+te
for n > N og z,, — . O

Lemma 20 (Pergler). Funktionen h+ F(b,h) = h=1(b" —1),b>0, h #0 er
voksende.

Bevis. Lad fgrst b > 1. For h # 0 fremgar klart, at F(b,kh) = k=1 F(b*, h) for
k # 0. For h > 1 geelder jf. Lemma 18, at

A+ (b-1)" 1 _ 1+h(b—1)-1
h - h
Dermed vil for £ > 0,h > 1 geaelde, at

F(b,h) = =b—1.

F(b,kh) = k= 'F(b*, h) > k71 (b* — 1) = F(b, k).
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Dermed vil galde for 0 < hy < hg, at F(b,hy) < F(b, ha). For k> 1, h <0, vil

Lok k) = F(b, h),

1
F(b,kh) = EF(bh, k) <+

da + < 0. Altsa er F ogsa voksende for b > 1. For 0 < b < 1 fas for hy; < hao,
hl, h2 75 0 at

F(b,h1) = —F(b~",=hy) < —F(b~", —hy) = F(b, ha),
og vi konkluderer altsi at h +— h=1(b" — 1) er voksende uanset b > 0. O

Lemma 21 (Pergler). Funktionen F(b,h) = h=1(b" —1), b >0, h # 0 har for
fast b en grenseverdi u(b) for h — 0.

Bevis. Folgen (F(b, 1)) en er aftagende, og da 0 < F(b, 1) < b — 1 er den
begranset, hvormed den ved Lemma 19 konvergerer mod et tal u(b) €
Lad e > 0 og lad N € N sa n > N medforer |F(b,2) — p(b)

0 < h < %;dafindes M € N, s& 77 < h, hvormed p(b) < ( ) <

[P (b, h) — p(b)] = F(b, k) — p(b) < |[F(b, &) — p(b)] <
h) =

Altsa vil F(b,h) — u(b) for h — 0%, og da F (b, —
h — 07, vil det geelde generelt for h — 0.
For 0 < b < 1vil F(b~1,h) — u(b~1), hvormed

<
I

<£Lad
F(b,h), og

=b""F(b,h) — u(b) for

F(b,h) =b"n" (1 —=b"") = ="~ Y (™" —1) = —pu(®™ )
for h — 0. Ved at satte u(b) := —pu(b~1) fas det gnskede. O

Saetning 22. Funktionen f : R — Ry givet ved f(z) = b er uendeligt ofte
differentiabel for alle b > 0 med differentialkvotient f'(x) = u(b)b®.

Bevis. Fglger af Lemma 21, da h~1 (6" — b%) = b*F(b, h). O

Neeste setning karakteriserer eksponentialfunktioner og logaritmefunktioner som
entydige kontinuerte lgsninger til funktionalligninger.

S=tning 23. Hvis f : R — Ry er kontinuert og f(x +y) = f(z)f(y) for alle
z,y €R, er f(x) =b" for et b > 0.

Bevis. Lad a > 0, a # 1 samt z,y € R. Da vil log,(f(z + y)) = log,(f(x)) +
log,(f(y)). Altsa opfylder den kontinuerte funktion log, of Cauchys funktion-
alligning, og der findes derfor ¢ € R, sa log,(f(x)) = cx. Men da er f(x) = b7,
hvor b = a°. O

S=tning 24. Huvis f : R, — R er kontinuert og f(xy) = f(x) + f(y) for alle
xz,y €R, er f(x) =log,(z) for et b >0, b# 1.

Bevis. For z,y € Roga > 0, a # 1, er f(a*) = f(a®) + f(a¥). Dermed
opfylder f(a®) Cauchys funktionalligning, si der findes ¢ € R, sa f(a®) = cx.
Da ma f(z) = f(a'°2(®)) = clog, (x), og for b = a'/¢ vil f(z) = log,(x). O

Seetning 25 (Pergler). Der findesa >0, a # 1, sdé u: Ry — R givet i Lemma
21 er lig log,,.
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Bevis. Lad F betegne funktionen fra Lemma 21.
(i) For z,y > 0 vil
(xy)h =1 alyh —ah 42 -1 2Pyt —-1)+ (2" - 1)
F h) = = =
= 2"F(y,h) + F(z,h)
= ply) + plo),

si p(zy) = p(x) + p(y).
(i) For alle b > 0 har vi jf. Lemma 21, at

1= b7 = F(b,—1) = —F(b~1,1) < —u(b™") = u(b) < F(b,1) = b— 1,

hvorpa 4(b) — 0 for b — 1. For Lad nu ¢ € R For 2 — ¢, vil £ — 1, hvormed
w(x) = u(%) + p(c) — plc). Altsa vil p(z) — p(c), hvorpa p er kontinuert. Jf.
Seetning 24 er p = log, for et a > 0. [

Notation 26. Det a > 0, a # 1, som opfylder Seetning 25, betegnes e, og vi
definerer In(x) :=log,(z) og exp(x) := e*. Specielt geelder, at

exp’(x) = log,(e)e” = exp(x).
Sidst finder vi nogle velkendte differentialkvotienter.

Saetning 27. Lad f vere en reel, kontinuert og strengt monoton funktion de-
fineret pa et interval I C R. Hvis f er differentiabel i et punkt x € I med

f'(z) #0, er f~1 differentiabel med (f~1)'(y) = m, hvor y € f(I).
Bewvis. Nemt at finde andetsteds. O

Lemma 28. Ry > z — In(x) er uendeligt ofte differentiabel med differentialkvo-
tient x — %
Bevis. Da exp er strengt monoton og differentiabel overalt pa R, er In differen-
tiabel overalt i Ry jf. foregaende satning med
1 1

In'(z) = ——— = —.

w(@) exp/(In(z)) =
Da z +— % er uendeligt ofte differentiabel, fglger det gnskede. O

Seetning 29. Fora >0, a # 1, er Ry 3 z — log,(x), uendeligt ofte differen-

tiabel med differentialkvotient x — ﬁw)

Beuvis. Foregaende lemma og In(z) = log,(a) log,(z) = In(a) log, (x). O
Saetning 30. For a € R, er Ry > z — 2%, uendeligt ofte differentiabel med
differentialkvotient x — ax® ",

Bevis. (z*)" = (exp(aln(x))’ = 2 exp(aln(z)) = az®~'. O
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